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TEMA 1: OCHOBE MATEMATMUKE

1.1. YBOA Y MATEMATHUYKY JIOTUKY

v Mcka3 WM Cy[ je MOTBP/IHA PEUEHHIIA KOja ©Ma CMHCJIA U KOja je TauHa (MCTHHUTA) WU
HETayHa (JIaXKHA).

IIpumjep 1.1. Peyenuna ,,Ja cam 3aBpiivo cpeamy MIKOJIY OJJIUYHUM yCIjeXoM* je nckas (ibeHa
TAYHOCT 3aBHUCH O] TOTa KO j€ U3roBOpa).

Peuenuna ,,Kako ce 30Bem?* HUje ucKa3 jep HUje MOTBPAHA PEUCHUIIA.
3 > m* jecTe UCKa3 M TO HETa4aH.
29 J

nl=1-2-3....(n—1)!"n“ jecte uCKa3 U TO TayaH. O

Nckaszu ce 00MYHO 03HaYaBajy MajiuM CJIOBUMA P, (, 7, ..., KOJH C€ HA3MBa]y MCKA3HUM CJI0BMMA



1.1. YBOJ Y MATEMATHUYKY JIOTUKY

Hckazu ce moBe3yjy JIOTMYKHM omnepanujama. To cy: KOHjyHKUMja, JAUCjyYHKIIHja,
HMILUIMKAIMja, eKBUBAJIEHIIMja M Heraumja.

v KoHjyHKIMja 1Ba MCKa3a P U ( je MCKa3 KOjH je TadyaH aKo M CaMo ako Cy 00a McKaza p U ¢
TayHa. O3HayaBa ce ca PAQ M YUTA P U (.

v JIucjyHKIMja 1Ba MCKa3a P U ¢ je MCKa3 KOjH je TadyaH aKo M caMo aKo je 0ap jelaH oJ] ucKasa
p u q Tayad. O3HayaBa ce ca pvq U YuTa p WU q.

v IMnMKanmja 1Ba MCKas3a p ¥ ¢ je HCKa3 KOjH je HeTayaH aKko M caMo aKo je UCKa3 p TayaH a
ncka3 q HetayaH. O3HayaBa ce ca P = ( ¥ YuTa: aKo p OHJIa WU P UMILIUIIHAPA (.

AKO je UMIUTHKaIfja p = ¢ TayHa, OHJA C€ KaXke Ja j€ UCKa3 P J0BOJ/bAaH YCJIOB 32 HCKa3 .
Takolhe ce kaxe u Ja je uCKa3 ¢ moTpedaH ycJoB 3a UCKa3 P.

v EkBUBaJIeHIIMja [1Ba CKa3a P ¥ ¢ je UCKa3 KOjH je TauyaH aKo U caMo ako Cy oba McKaza p H ¢
TayHa WK 00a ucka3za p u q HeTauHa. O3HayaBa ce ca P < ¢ ¥ YUTa P je €KBUBAJIECHTHO Ca .

v Herauuja nuckasa p je MCKa3 KOjH je TauaH ako je HCKa3 p HeTavyaH M HETa4yaH ako je MCKa3 p
tadyad. O3HayaBa ce ca —pP ¥ YUTA HE P.



1.1. YBOZ Y MATEMATHYKY JIOTUKY

v/ Tauan (MCTMHHT) MCKa3 p o3HayaBamo ca T ¥ mumemo T(p) = T, a HerauaH (JaxaH) ca L u
mumemo T(p) =.1. Takohe ce Tayan nckas o3HavaBa ca 1 a Hetadad ca 0.

HMcka3u nmoBe3aHu JOTUYKUM onepaunjaMa CC MOTI'Yy 3aIlliucCaTu HOMOhy Taﬁ.]mua HCTHHUTOCTMU.

p q pAq pvq |p=q |p<=(q

T T T T T T 4 —p
T 1 1 T 1 1 T 1
1 T 1 T T 1 1 T
1 1 1 1 T T

v' Cumboite T u L 30BeMo Jorunukum koncrantama. Ckym {T, 1 } ca onepanujama A,V,=,&,—
YMHU UCKA3HY ajreopy.

v' Uckasne popmy.ie cy:
1. BcKa3Ha cJI0Ba U JIOTUYKE KOHCTAaHTE
2. ANB,AvB,A = B,A & B, -4, axko cy A u B uckassne popmyie,

3. dopmyne noOujeHe KOHYHOM IIPUMjEHOM UcKa3HuX popmyna u3 1. u 2.



1.1. YBOZ Y MATEMATHYKY JIOTUKY

v’ TayToJioruja je uckassa (hopmyJia Koja je TadHa 3a CB€ BPHjE€JHOCTH CBOjJUX UCKA3HMX CJIOBA.

IIpumjep 1.2. Jlokazatu na je uckaszna gopmyia

TayTOJIOTH]a.

Jloxas:

(p = q) © (-pvq)

p q —p =>q | pvq | (p=q) © (=pvq)
T T 1 T T T
T 1 1 1 1 T
1 T T T T T
1 1 T T T T

(1.1)



1.1. YBOZ Y MATEMATHYKY JIOTUKY

Csbenehe uckazne gopmyJie cy rayroJioruje:

1. p=>np, pedIEKCMBHOCT UMILIHUKAIN]E
2. pv—p, 3aKOH UCKJbYyueHa Tpeher
3. p © —p, MPUHLIKI JBOjHE HETaIlU]e

Jle MopraHoBY 3aKOHU 2

4 —(pAq) & (—lpv—lq)}
" (pvg) © (ApAnq))

5. (=p = (qr—q)) = p, cBOheme Ha afncypn
6. (p = q) © (g = p), 3aKOH KOHTPAIO3UIHje
7. ((p = g)n(q = r)) =>((p>r), 3aKOH CHJIOTHM3Ma

IMpumjep 1.3. Kopucrehu Jle Mopranose 3akone u tayronorujy (1.1.) uz Ilpumjepa 1.2, Mmoxkemo
n3BecTH (HOpMYJly 3a HEralujy UMILUIMKAIM]e KOja C€ YECTO KOPUCTH Yy MAaTEeMAaTHUYKUM JOKa3zuMa.
HNmamo:

—(p = q) © =(=pvq) © (paqq) © (paq).

Jlakiie, ako JOKa)KeMo J1a BpUjeld PA—(¢, OHJA CMO HETHUpAIU UMILIMKALM]Y p = ¢.0O

2 Augustus De Morgan (1806-1871), Gputancku Marematuyap



1.1. YBOZ Y MATEMATHYKY JIOTUKY

Ipumjep 1.4. lokaxxumo Taytonorujy 7, 3akoH cuwiorusma. Kopuctuhemo tayronorujy 5, ceoheme

Ha ancypa. [IpernmocraBumo na wuckazHa Qopmyma F = ((p = g)n(qg = r)) = (p > r) Hyje

TAyTOJIOTH]a, Tj. 1a MOCTOj€ BpUjeIHOCTH MCKA3HMX cjIoBa 3a Koje je T(F) =L1. Tana je

T(F) =1l T((p = q)n(q = r)) =Tat(p>r)=1>

t(p=>q) =Tat(qg=>1) =Tat(p) = Tat(r) =1=
7(q) = Tat(q) =1

Jakiie, npeTnocTaBka 1a F HUje TayTOJO0TH]ja je I0BeJa 10 UCKa3a KOju j€ Y UCTO BpHUjeMe U TayaH U
HEeTayaH, IITO je€ HeMoryhe Ha OCHOBY MPUHIIMIIA UCKIJbYUYera Tpeher. [akne, F je Tayrosnoruja. O

3a noruuke onepanuje A,V U — Bpujee u cibeaehe rayromnoryje:

1
2
3
4
3)
6

. DAD © p,pVp © p,

. PAQ © qAp,pvq © qVD,

. (prg)ar  pa(gar), (pvg)vr © pv(qvr),
. pA(qvr) & (pag)v(par),

. pv(gar) & (pvg)a(pvr),

. pA(pvq) © p,pv(prq) & p

UJAEMIIOTEHTHOCT
KOMYTAaTHUBHOCT JIOTUYKUX ofeparuja A u vV
aCcOIIMjaTUBHOCT JIOTUYKHUX oreparuja A u vV
IUCTPYOYTUBHOCT onepanuje A npema V
IUCTPYOYTUBHOCT onepanuje V npema A

ariCOPITUBHOCT



1.2. HAUBHA TEOPHJA CKYIIOBA

1.2. HAUBHA TEOPHJA CKYIIOBA

v CKyI je OCHOBHHM I10jaM Y MaT€MaTHUIH, Tj. I0jaM KOjH ce He IePUHHMIIIE.

CkynoBe m3HadaBamo Benukum cioBuma A, B,C,...X,Y,Z, ..., a eleMeHTe CKyla MaJiM CJIOBHMa
ab,c, .., x,y,2, ..

CKyII je IO3HAT aKO MOKEMO OJPEIUTH CBE FHETOBE €JIEMEHTE.
v AKo eneMeHar x nmpumnajaa (He mpumaga) ckymy X, To o3HadaBamo ca x € X (x € X).
v Ckym eneMeHaTa ca ocoonnom P ce o3HauaBa ca {x: P(x)}.

v KBautudukaropu cy V (unra ce: 3a c¢Bako) M I (YdTa ce: MOCTOjH) U KOPHUCTE CE 3a
CUMOOJTMYKO 3aITUCUBAILE.

V je YHHBep3aJHH KBAaHTH(HUKATOP M 03HAYaBa JIa CBU CJIEMCHTH JATOr CKyNa MMajy HUCTY
O0COOUHY.

3 je ersMCTEeHNUjaJIHU KBAHTH(MKATOP U O3HAYaBa Ja MOCTOJU €JIEMEHT AaTOr CKyma KOju
uMa JIaTy 0COOUHY.



1.2. HAUBHA TEOPHJA CKYIIOBA

v JlBa ckyna X u Y Ccy jemHaka ako MMajy UCT€E eJleMeHTe, 1 numemo X =Y.
v' TTomohy KOHjyHKIIHje qeGHHUIIEMO MPecjeK CKyImoBa

XNY={x:xeXANx€eY}
a momohy JHCjyHKIIM]€ YHHjY CKYIIOBa

XuY={xixeXVvxeY}

v’ 3a geduHucame MOACKyIIa KOPUCTHMO UMILTHKAIN]Y. AKO 3a CBE €IEMEHTE CKyIma X BpHjeau

(Vx) xEX=>x€EY

KaKeMo J1a je ckyn X moacKyn ckymna Y u o3HadaBamo ca X C Y.

3Hak € ce Ha3vMBa HHKJY3Hja. 3a CKyl Y KaXemo J1a je HaACKyI ckyna X.

v Pazauka ckynoBa X u Y je ckym

X\Y={x:xeXAx¢VY}

KOJU C€ CacTOju OJf OHMX eJlieMeHara ckyna X KOju HUCY €JIeMEHTH cKyrma Y.



1.2. HAUBHA TEOPHJA CKYIIOBA

v Ako je X € Y Tana ce ckyn Y\X HasuBa KOMILIEMEHTOM cKyna X y 0JHOCY Ha cKym Y.

Kopucru ce un o3Haka X ,C, umu camo X© (YKONMHKO je O3HATO y OHOCY Ha KOjH CKYII C€ y3UMa
JOTyHa).

v TIpa3aH CKyN je CKyIl KOjU HeMa eJIeMeHATa ¥ O3HaYaBaMo Ta ca (.

v’ IIapTHTHBHE CKYN CKyma X je CKyIl CBUX IOJCKYyIoBa cKyma X, o3HadaBamo ra ca P (X).

IIpumjep 1.5. Heka je A={x€e€R:|x—1| <2},B = {x € R:i—:; > 1}. Onpeautu ckymoBe A U
B,AnB,A" BC.

Ipumjep 1.6. Onpenurn napTuTuBHEU cKy ckyma A = {a, b, c}.

Pjewerve:

P(A) = {0,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c},{b,c}{a,b,c}}.

Younmo na ckyn P(A) uma 8 = 23 enemenara. Y onmreM ciiydajy, NIapTUTUBHYU CKYIl CKYIa OJ 71
cleMeHara uma 2" ejgemMeHaTta. O

10



1.2. HAUBHA TEOPHJA CKYIIOBA

Heka je U npomsBosban ckyn u P(U) maprutuBam ckyn ckyma U. Tama 3a cee X,Y,Z € P(U)
BpUjeIU:

K': XuY=YUX, K" XnY=YnX,

A XuY)uzZ=Xu(Yu2, A XnY)NnZ=Xn (Y Nn2Z),
Dp:Xu(¥YnZ)=XuY)nXu2), Di:XNn(YuZ)=XnY)u (X n2Z),
CU:XuXxXt=U C":XnX¢=9

NY:Xup=X NXnU=X

N3 nHaBegHUX 0cOOMHA CJIMj€IU Jla MAPTUTUBHU CKYII IaTOT CKyNa ca OMHapHUM omepaidjama U u N
¥ YHapPHOM OII€PallijoM KOMILIEMEHTA CKyIa, IpecTaB/ba BysaoBy anaredpy.

Ipumjep 1.7. lokazatu Jle MopranoBe 3akOHe 3a CKyIOBE:
a) XNY)¢=XxCuYu

0) XuY) =X nYC.

Jloxas:

A xEXUY) ' oxgXuYoxeXAxgYoxeXAxeY oxeXinYC,
) xEXNY) ' oxegXnYoxgXvxeYoxeXvxeYeoxeXxuyt.o

3 George Boole (1815-1864), enrnecku matematayap u $puno3od

11



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

1.3. CKYIIOBU N,Z,QHU R

1.3.1. CKYIIN

v/ Ckyn mpupoanux OpojeBa o3mHauaBamo ca N ={1,2,3,..}. * Ckyn N uma nBuje OurHe
ocoOuHe:

" ¥Ma HajMamwU eJIEMEHT, TO je Opoj 1 u
" neN=>n+1€N
VY cxkyny N Baxu npuHOMO MaTeMaTHYKe WHAYKLHUJE, KOJU KOPUCTUMO 33 JOKa3UBaWkE pa3HUX
TBPIEbH KOJ€ C€ TUUY MPUPOJHUX OpojeBa.
v TIpuHOMN MaTeMaTHYKe HHAYKIHUje:
Heka je X nmoackyn ckymna N taka a Bpujenu:
= 1eX

= (vneX)neX=n+1€X

taga je X = N.

4Ckyn N, = N U {0}.
12



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

v’ 3a nokazuBame TBpAme P(Nn) y cKyly HIpUpoaHUX OpojeBa, 0OMYHO ce HOCTyna Ha cibenehu
HAYMH:
= gokaxe ce P(1)

= nokaxe ce umiuiukamnuja P(n) = P(n + 1) 3a ceako n € N,

Ipumjep 1.8. JlokazaTu aa 3a cBe npupojHe OpojeBe n BpUjeau

A)1+2+3++n="000
6)i+i+#+...+ 1 =n+1.
14 47 710 (3n+1)(3n+4) 3n+4

Pjewere: a) Oznaunmo dopmyiy ca P(n).
1. ®opmyna P(1) ce cBoguHa 1 = %, KOja je TayHa.

2. Tpeba mokasatu aa 3a ceako n € N Bpujenu

nn+1 n+1)(n+ 2
ITomrro je
nn+1 n+1)(n+ 2
1+2+3+~-+n+(n+1)=%+(n+1)=( )2( )

no6ujamo P(n) = P(n+ 1) 3acBakon € N. O
13



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

Ipumjep 1.9. Gopmyny U3 a) MOKEMO MUCKOPUCTUTH 3a oApehuBame 30upa S, MPBUX N YJaHOBA
apuTMETHYKe mporpecuje, a,a + d,a + 2d, ...,a + (n — 1)d. Umamo:

Sp,=a+(@a+d)+ (a+2d)+-+(@a@a+(n—-1)d) =

(n—1)n

na+(1+2+-+Mm-1))d=na+ >

d =g(2a+(n—1)d).|:|

Hpumjep 1.10. JlokaszaTtu 1a je 30up S, NpBUX 7 YIaHOBA TeOMETpHUjcke mporpecuje a, a?, a3, ...a™

y3 ycilioB a # 1 jeqHak
1—a" (1.2)
1—a’

S, =a
Jloxas:
1. ®opmyna P(1) ce cRoan Ha §; = a% = @, KOja je TayHa.

2. Tpeba mokasatu aa 3a ceako n € N Bpujenu

1 —aq” 1_an+1
STy Do T
[TomrTo je
1 — g a — an+1 + an+1 _ an+2 1 — an+1
Sn+1 = Sn +a™ =a + a1l = =a—
1—a 1—a 1—a

no6ujamo P(n) = P(n+ 1) 3acBakon € N. O

14



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

Teopema 1.1. 3a cBaku npupojaaH Opoj n U CBaku peaylaH 6poj x = —1 Bpujeau bepHyamjeBa
HejeHAKOCT °
1+x)" =1+ nx.

Jloxas3:

1.3an =1umamo 1 + x = 1 + x mITO je Ta4HO.

2. JIokaxumo J1a Bpujeau

(WVneN)@A+x)">14+nx=>0+x)" 1 >14+ 1+ Dx (1.3)

[IpernocTaBUMO CYNPOTHO, Tj. JIa TOCTOJU MPUPOJIaH OpOj M TakaB Jia BpUjeau

1+0)">1+mxa(l+x)"1 <1+ (m+ Dx

Tamauz (1 + x)™ = 1 + mx, nakon MHOXKema ca 1 + x = 0, rooujamo
1+x)™1>1+m+Dx+mx?2>1+ (n+ Dx.
Jakie, 100uan cMo
1+)™1>1+mMm+Dxa(1+x)""P <14+ (m+ Dx

mto je Hemoryhe. [Ipema Tome, numrunkanuja (1.3) Bpujeau 3a CBaky MpUpoIaH Opoj n. O

% Jacob Bernoulli (1654-1705), mBajuapcku MateMaTniap

15



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

1.3.2. CKYII Z

‘/36I/Ip MPUPOTHUX OpojeBa je mpupoaaH Opoj, ajau TO He Mopa Aa OyJie U ’UXO0Ba pa3iuKa. 3aTo
Ce CKyII IPUPOIHUX OpOjeBa MPOIIMpPYje ca HyJIOM U HEraTUBHUM OpojeBUMa M Tako J00HjaMo
CKYIl LHujeux OpojeBa Z,

Z=1{01,-12,-23,-3,..}.

Jennaunna
m+x =n, mn €N,

MMa pjellieke Y CKYIy LHjeaux OpojeBa, JOK TO HUjE€ YBU]JEK CIy4aj y CKYIly IPUPOIHUX OpojeBa.
vV ckyny Z 3a enemenar 0 Bpujeau:

(VmeZ) m+0=0+m=m,

U Kaxe ce Aa je 0 HeyTpaJiHM ejieMeHAT 3a cadupame.

v’ Takobe je
(vmeZm+(—m)=(—m)+m=0,

1 Opoj (—m) je mHBep3aH (CynpoTaH) Opojy m y oaHOCY Ha cabupame.

16



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

1.3.3. CKYI Q

v' JenHaunHa
nx =m, meZneN,

HEMa YBH]EK pjelIehe Y CKyny Iujeaux OpojeBa. 300r Tora ce CKyI 1ujeaux Opojena
IPOIINPYje CKYIIOM

@={%:mEZ,nEN}

qHje eJIeMEHTe Ha3uBaMO PallMOHAJTHUM OpojeBuUMA.

Ipumjep 1.11. Cpaku panuonanan 6poj MMa KOHa4aH WM O€CKOHAYaH MEepUOIUYaH IeIIMMalIHA
npukas. Ha nmpumjep,

1 5 .1 | L
i 0,25; 5= 0,55555....=0,5; i 0,16666 ....= 0,16; o1~ 0,0099009900 ....= 0,0099

17



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

Ipumjep 1.12. TMoka3aTu Aa jeAHayMHa X2 = 2 HeMa pjelliemba y CKyIy palldoHalIHUX 6pojeBa Q.

Jloka3: IIpeTnocTaBUMO CYNPOTHO, J1a IOCTOJU palldOHaIaH OPOj KOjH j€ pjelICHE jeTHAUNHE

x? = 2. Tajga ce TO pjelieme MOXKE 3alHUCATH Yy OOJIMKY Z, rIje Cy p U ¢ y3ajaMHO TMPOCTH

npupoaHu 6pojeBu. Tana je

Opnase no6ujaMo 11a je p? mapan 6poj, na je u p Takohe napan 6poj. Jakine, moctoju k € N tako na
je p = 2k. Hobujamo

4k? = 2q* = q* = 2k*

Cama Ha WCTM HAuMH 3aKJby4yyjeMO Ja je W ¢ TapaH Opoj, WITO j€ Yy KOHTPAJAUKIHUJU ca
IPETIIOCTABKOM Ja Cy P M ¢ y3ajaMHO IIPOCTH NPHPOJHHU OpojeBH. Jlakie, jeqHaunHa x2 = 2 HeMa
pjelliemhe y CKYIy pallMoHAIHUX OpojeBa Q. O

18



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

1.3.4. CKYI R

v’ U3 Ipumjepa 1.12 Buanumo 11a ce pjeleme jeHaunHe X2 = 2 He MOKe NPeCTaBUTH ToMOhy
paziomaka. bpojeBe Koju ce He MOry MNOpeACTaBUTH IOMohy pasjioMaka Ha3HMBaMo
HpauMoHaJHuUM OpojeBuMa. To cy HIp. 6pojeBH:

m,V2,v3,V5,V6,3/3,2 + V3, ...

v' JIOK CBaku panuoHaiad Opoj MMa KoHauaH Wi OeCKOHAuaH NEPUOAMYaH JCIUMAaIHH IPUKa3,
upaloHaIHi OpOjeBU MMajy OECKOHAUYaH HEMEepUOIUYaH JCIMMaIHU MPUKa3.

v  Ckyn peajnux OpojeBa je yHHja CKyla palMOHAIHUX W UpalHOHAIHUX OpojeBa u

o3HauyaBaMmo ra ca R.

Cnuxka 1.8

6 ITujaronamu kBanpata cTpanume | Ha peayHoj
IpaBoj He OJroBapa HHUjeAaH paloHanaH opoj,
el nparponanan 6poj V2.

v’ Cymtuncka pasiauka usmely ckymoBa Q m R je Besana 3a
AKCHMOMY TMOTNYHOCTH WJIHM HeNmpeKuAHOCTH. ParumonanHe
OpojeBe MpeAcTaB/baMO Ha pallMOHAIHO], @ peajHe Ha PeajHOo]
npaBoj. Panuonanna mnpaBa je TMyHa , wynsuHa“ W HE
npeacTaBiba ,, KOMnakmuy“ JIUHUJY, JOK PEANHy MpaBy MOKEMO
3aMHCJIMTH Ka0 HENPEeKUAHY JUHU]Y, 0€3 ,, uynsuna .

v’ Ilynmune” xoje ce MoOjaBJbyjy Ha palMOHAIHO]j IIPaBOj Cy
MONMYHkEeHE HUpAIlMOHAIHUM OpojeBHMMa, TaKo Jla Cy palluOHaTHU
opojeBu ,,eycmo‘ pacnopehenun Ha peanmHoj] mpaBoj. To je
WHTYUTHBHA TIPEJICTaBa O aKCMOMY HETPEKUIHOCTH.




1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

v Akcnoma Henpexuanoctu. Hexa cy X,Y HenpasHu NOACKYIIOBM CKylla peaaHMX OpojeBa
TaKBH Ja
(VxeX)(VyeyY) x <y.

Tana moctoju ¢ € R TakaB ;1a

(VxeX)(VyeyY) x<c<y.

v AKCHOMa HENPEKUIHOCTH HE BPUjeH Yy CKYITy PallMOHAIHUX OpojeBa. AKO HIIP. CTABUMO

X={x€eQ:x?<2} Y ={x € Q:x?>2}

u3 [lpumjepa 1.12. no6ujamo na He moctoju ¢ € Q Tako aa je

(VxeX)(VyeY)x<c<y.

20



1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

ITopen akcuoMe HenpeKuIHOCTH Y ckyny R Bpujene u cibeaehe akcuome:

(RD(VxeR)(VYER)x+y=y+x
(R2)(Vx eR)(VYER)(VZER)x+(y+2)=(x+y)+z
(R3)(VxeER)x+0=0+x=x
(RAOYVxeER)x+(—x)=(—x)+x=0
(R5)(VxeR)(VYER)x -y =y-x
(R6)(VxeR)(VYER)(VZER)x-(y-2z2)=(x"y) z
(R7)(VxeER)x-1=1-x=x
(R8)(Vx e R\{ODx 1 x=x-x"1=1
(R)(VxeR)(VYER)(VZER)x-(y+2)=x"y+y-z
(R10)(Vx € R) Baku Ta4HO jeIAHA O peaiija
x<0,x=0x>0
(R1ID(VxeR)(VYER)((0<xA0<y) =2 (0<x+yna0<x-y))
(R12)(Vx eR)(VYyER)x<y=>0< (—x)+y

Kaxemo na je (R, +,,, <) ypeheno mosbe.
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1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

v Axo a,b € R,a < b, Tana
(a,b) ={x:a < x < b}

O3HayaBa OTBOPeHU WHTePBaJ (a, b), Tj. CKyn CBUX pealHux OpojeBa usmely a u b.
v Ckyn
[a,b] = {x:a < x < b}

O3HauaBa 3aTBOPEHH HHTEPBAJ [a, b].

v UnrepBanu
(a,b] ={x:a<x<b}u [a,b) ={x:a < x < b}

Cy MOJIYOTBOpPEeHHU (WM MOJIYy3aTBOPEHH ) UHTEPBAJIU.
v VBOAMMO M HHTEPBAJE:

(a,+o) = {x:a < x}, [a, +0) = {x:a < x},

(—,a) = {x:x < a}, (—,a] = {x:x < a}.
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1.3.5. CKYI R

v/ O3Haky R KOpPHCTHMO 3a NpOIIMpPEHH cKyn peajnux 6pojesa. Cxyn R mpommupyjemMo
cuMOosinMa +00 U —00:
R =R U {400, —0}

v UeTupH OCHOBHE padyHCKe oIlepalyje ce Mpomupyjy ca ckyna R Ha ckyn R Ha cibenehu
HAYMH:

" g+ =0+4+aq =400,
+ at(—) = (-) +a=—o,
" —(+OO)=—OO,

+00,a >0

" aldeo) = {-T—OO,a <0

. +ioo=0(aEIR).

v Uspazu
a _
+00 + (—OO), (—OO) + 0, O(-|_—OO), (+OO)O' 6 (a € ]R)’

I+|I+
818

HUCY J€(PUHUCAHU.
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1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

1.3.6. OIrPAHUYEHH CKYIIOBH

Hedpununuja 1.1. Hexa je S oamu cxyn peannux oOpojesa. Munumym u makcumym ckKyna S
(MUHUMANHU U MAKCUMAIHU eJleMeHm CKYna) oedpuruuemo ca
min{x:x ES}=aoa€SA(VxeES)a<x

max{x:x €S} =b<SbeSA(VxES)b > x.

v' MUHMMYM M MakCHMyM CKyIla He MOpajy yBHjek jaa mocroje. Hup. uarepsan (0,1) Hema Hu
MUHUMYM HU MaKCHUMYM.

v YKOIMKO HE IOCTOje MHHHMYM M MakCHMyM, Ox0allyjeMO YCJIOB IpHIajama CKyIy H
TpaXXUMO a U b BaH CKyrma.

Nepuuunuja 1.2. Kaoscemo 0a je 6poj a € R domwa 2panuya ckyna S axo épujeou
(Vx €S)a < x.
Kaxcemo oa je 6poj b € R 2opmwa zpanuya cxyna S axo spujeou
(Vx €S) b = x.
HNepununuja 1.3. Kaxxemo ma je ckyn S ocpanuuen 000300 (000320) axko uma KOHAYHY OOFY
(copmwy) epanuyy.
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1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

v’ 3a CKyII KOjH je OrpaHu4eH OH0310 U 0J03r0 KaKeMO /1a j€ OrPpaHHYEeH.

v Ckyn S je orpaHH4eH ako M caMO aKo IOCTOjU IMO3UTHBAaH peajaH 6poj M > 0 tako ma 3a
cBaKko x € S Baxu |x| < M.

v bpojeBu a u b y nedunummju 3.2. Mory aa Oyay peainu 6pojeBd wian +oo. CBaku CKyl MMa
JEIHY 10y TPAHUILYy —O00 U JeIHY TOPY I'PaHUIly -+ 0o.

Hedununuja 1.4. Cynpemym ckyna S je najmarba 2oprpa epaHuya cKyna u o3Haiasa ce ca Sups.
Hugpumym cxkyna S je najseha oowa epanuya ckyna u o3nauvasa ce ca infS.

v'V caydajy ma y CKyIly IIOCTOjM MHHMMAJIHH €JIEMEHT, OH je€ jeHaK HHPUMYMY, a aKo
MOCTOJU MAKCUMAJIHU €JIEMEHT OH j€ JeJJHaK CyIpeMyMmy.

Ipumjep 1.13. 3a ckynose (a, b), [a,b],a, b € R,a < b ckyn ropmux rpanuna je [b, +o0] a ckym
nomux rpanuna [—oo,a]. Hajseha moma rpanuia je a, a HajMama ropma rpanuna je b. Ilpema
TomMe, HHPUMyM je jeaHak a a cynpemym b. To ¢y yjeAHO U MUHUMYM, OJJTHOCHO MaKCUMYM CKYyTia
[a, b].

Ipumjep 1.14. 3a ckyn (a, +00) cKyn ropmux TpaHuIa je ckym {+oo}. Jlakie, CKym HeMa KOHaYHY
ropwy IpaHuily, Ia HUj€ OrpaHUYEH OJI03T0 U HEroB CynpeMyM je +oo. CKyIl je orpaHuyYeH 0103710

U BEeroB UHPUMYM je a.
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1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

Ipumjep 1.15. Onpenutu uHPUMYM U CynpeMyM MPa3HOT CKyTMa.

Pjewerse: CKyIl TOPBHUX, OJJHOCHO JOHBUX IPaHUIA Ipa3Hor ckyna je R. IIpema Tome

inf@ = +oo, supP = —oo.
Teopema 1.2. Ceaxu 000320 (000300) oepanuuen nenpaszar ckyn X uma cynpemym (ungumym) y
ckyny R.

Jloxa3: Heka je X o103ro orpannyeH HempaszaH ckym. Ckyn X ©Ma KOHauHYy ropihy TpaHUIly Ta je
CKyI
Y={y:yeRaA(Vx€EX) x <y}

Henpa3zaH. [lomro cy X u Y Henpasau noackynoBu ckymna R TakBu na je
(VxeX)(VyeY) x<y
MOXEMO NMPUMHUJEHUTH aKCUOMY HemnpekuaHoctu. [akne, noctoju ¢ € R TakBo aa je
(VxeX)(VyeyY) x<c<y.
Jlakiie, ¢ je ropma rpaHuiia ckymna X Koja je Mama 0]l CBUX APYTUX TOPHUX TPaHUIIA, T1a je
¢ = minY = supX.

AHAJIOTHO ce JJ0Ka3yje Jia CBakH 0J10370 OrPpaHUYEH CKyl uMa nHpumym y ckyny R.O
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1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

IIpumjep 1.16. Ogpeautu nHbUMyMe U cynpemMyme cibeehux CKyroBa v MPOBJEPUTH Ja JIK CYy OHU
MUHHUMAJIHHU, OJJTHOCHO MaKCUMAaJHU €JIE€MEHTH TUX CKYIIOBa:

a)Sz{%:nEN}, 6)S={%+(—1)”ﬁ:nEN}, B)5={ ;;zlzik:neN}.

Pjewerve: a) 3an € N je ouuriieJHO

2
0<—=<2.
n

Opnasne je supS = maxS = 2. Cxkyn S je orpanudeH omo3ao ca 0 ma mpema Teopemu 1.2 nma
uHpumym. [lokaxxumo na je unpumymM ckyna jegnak 0. [IpermoctaBUMo CynpoTHO, J1a je HeKo ¢ > ()
uHpumym ckyna S. Tana je

[\

(vneN) c< —.

S

Jaxue,

[\

(vheN) n< —

a

: : : 2
IITO je HeMoryhe, jep ako je ny = H ,7 Taga3zamn > ngy Baxu

2 2
n>-—->=>0<-<c
C n

IITO je CYNPOTHO TpETHocTaBiy Aa je ¢ mHpumym ckyma S. Jlakne, infS = 0. Uadpumym HHUje
MUHUMYM J€p HE MpUMaja CKymy.

7 [a] je o3Haka 3a HajBehu MO OPOj KOjU je Mamu o1 4
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1.3.CKYIIOBU N, Z, QU R

0)3an €N je
1 n 1
>

1
—4+ (=1 > = — = >
A e T A 22n + 1)

2

0.

ITokaxkxumo aa je uapumym ckyna jennak 0. IIpeTrnocraBumMo CynpoTHO, f1a je Heko ¢ > 0 uHpumMym

. 1-2
ckyna S. Heka je ng = [?C] Tama3an > ny Baxu

HITO j€ CYNPOTHO MPETIOCTaBLM Ja je ¢ uHpumyM ckyna S. bpoj 0 He mpunaga ckymy, na HHje
muaumMyM. [lame je3an € N

1+ n <1+ no in+1 <1
2 2n+1-2 2n+1 202n+1)

Cajna ce Ha cMYaH HAYMH Kao 3a THQUMYM, MOKaXxe J1a je supS = 1, Koju HUje MAaKCUMYM.

B)

§:1_1+1+ L1 1l-gm o1
2k 2 22 2n 2,1 2n
k=1 _7

(Bumjetn (1.2) u3 [Ipumjepa 1.10). JTasbe 3a cBako n € N umamo % <1- zin < 1 u 1aKko ce MoKaxe
naje infS = minS = %, supS = 1.0
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Teopema 1.3. ApxumenoBa TeopeMa. 3a cBaku peanaH O0poj x > 0 u cBaku peajnadn Opoj y
MOCTOjU MpUpOaH Opoj n TakaB jaa je nx > y.

Jloka3z: IlpeTriocTaBUMO CYIpPOTHO, Tj.
AxeR)(AyeR)(VneEN) x> 0A nx < y.

Tana je ckyn
A ={nx:n € N}

0J103r0 OT'paHUYEH ca Yy, na nmo Teopemu 1.2 uma cynpemyM. Heka je b = supA. 3a cBakun € N je
nc=mMm+1x—x<b—x,

jep je (n+ 1)x € A. Jlakne, nobujamo 1a je b — x ropma rpaHuiia ckyna A koja je Mama ox b,
mTo je Hemoryhe jep je b cymnpeMyM, OJHOCHO HajMama ropmwa rpanuna. lomu cmo 10
KOHTPAJAUKIIU]€, IIITO 3HAYU

(VxeR)(VYER)(AnEN) x>0 = nx>y. O

Teopema 1.4. Ako cy uHpUMYM U CylIpeMyM CKyna A KOHauYHH, TaJa BaXu:

l.infA=ae (VxeA)(x=a)a(Ve>0)AxeA(x<a+¢)

2. supA=b o (VxeA)x<b)a(Ve>0)3x e A(x>b—¢).O0
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Hexacy A,B c R, A € R. Jlebpunumemo ckynoe AA u A + B ca
AA = {Aa:a € A}, A+B={a+b:a€AbeB}

Teopema 1.5. Ako cy A, B Henpa3HM MOJCKYNOBHU cKyna R, Taaa Baku:

1. inf(—A) = —supA, sup(—A) = —infA,
2. A € B = supA < supB A infA = infB,

] AinfA,A >0
3. inf(24) = {Asu];A A<O

4. inf(A+B) =infA+infB, sup(A+ B) = supA + supB.

Hokasz. 1. Heka je s = supA. Tada je

(VxeA)x<s & (Vx€eA) —x=-s.
Jlakne,
(Vy e (=4))y = —s,

na je (—s) noma rpanuna ckynma (—A). Jokaxumo na je (—s) Hajseha goma TrpaHHMIIA.
[IpeTnocTaBuMO CcymnpoTHO, 1a je (—S) + €, € > 0 HajBeha noma rpanuiia.
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Tana je
(Vvye(-A)y=-s+e=>(Vye(-A)—y<s—e>(Vx€EA)x<s—¢

mTO OM 3HAYMIIO JIa j€ S — € TOpHa I'paHuIla CKyma A Koja je Mama 0OJ] CylpeMyMa S.

Jlake,
(—=s) =inf(—A) = inf (—A) = —supA.

AHaJOTHO A0Ka3yjeMO TBPABY 3a CYIPEMYM.

3. U3 A €© B nobujamo
(VaeA@beB)a<bh

na je supA < supB. Ananorso 3a uHGUMyM.
2. Cnujenu nupexTHO U3 aedpuHuIMje HHGUMyMa U CyIpeMyma.
3. Hexka je my = infA,m, = infB. Tana je
(VaeA)a=m;A(VbEB)b=>m,
Hekxa s € A + B. Tana noctoje a € Au b € B TakBu aa je s = a + b u gobujamo
s =my +m,.

[Tokaxxumo na je s Hajeeha gqomwa rpanuna ckyna A + B.
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Heka je € > 0. IIpema teopemu 1.4 mnocroje a; € A u b; € B TakBu 1a je

€ €
a1<m1+§ /\b1<m2+§.

To 3HauM na
(Ve>0)(3s; € A+B)(sy=a;+by <my+m, +¢)

IITO 3HAYM Jaa je my + m, uHpumym ckymna A + B. AHaJIOTHO ce J0Ka3yje Ja je CylmpeMyM 30upa
CKYIIOBa JeJIHAK 30Upy CynpeMyMa. O
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1.3.7. AIICOJIYTHA BPHUJEAHOCT, OTBOPEHU U 3ATBOPEHH
CKYIIOBHA

v’ AnconyTHa BpHjeqHoCcT |a| peannor Opoja a ce aeduHMIIE ca

lal _{ a,a=0
—a,a<(0

v Oco0OuHE ancoayTHE BPUjEIHOCTH:

l.la| =0 a =0, 2.la| = |—al
3.—|la| <a < |al, 4.la + b| < |a| + |b| (uejexHaxoct Tpoyria)
5.||a|—|b||§|a—b| 6. lal| — |b| < |a—b| < |a| + |b]
_ af _ lal
7.|lab| = |a]|b| 8. | —lbl,b¢0

rJje cy a, b npou3BoJbHU peajiHu OpOjeBH.
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N3 nedunHUIMje anicoayTHE BPUjETHOCTH CIMjEaU a 3a peanaH 0poj € > 0 Baxu

Ix —a|l< e x€(a—¢€a+e).

Hedpununuja 1.5. Unarepsan (a —€,a +€),e >0 30BeMO € —OKOJHHOM Tauke da. (OKoJHHA
TayKe @ je CBaKH MHTEPBAJ KOjU CaapKH HEKY € —OKOJIMHY TaukKe d.

Ipumjep 1.17. Iloka3zatu ga 3a cBake JBHje Tauke X U Y (X # y) MOCTOj€ JIBUJE€ IUCjYHKTHE
OKOJINHE THX Tadaka.

Hoxkasz: Hexka je € = @ > 0. Oxonune (x —€,x+€) u (y — €,y + €) Cy AUCjyYHKTHE OKOJHHE

Tadyaka X u .

HNedpununmja 1.6. Hernpazan ckynm A € R je oTBOpeH ako je OKOJIMHA CBake cBoje Tauke. [Ipazan
ckyn 1o aeuuunmju je orBopeH. Ckyn A € R je 3aTBOpeH ako je BEeroB KOMIUIEMEHT Y ojiHOcy R
OTBOPEH, Tj. aKo je oTBOpeH ckym R \ A.

v Unrepsamu ~ (a, b),(a,+»),(—o0,b) ¢y  OTBOpEHHM  UHTEPBAIM, a  HHTEPBAJIH
[a, b], [a, +0), (—o0, b] cy 3aTBOpenu (a < b).
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1.4. CKYII C

v’ Jennaumna x? + 1 = 0 HeMa pjeliera y CKyIly pealnHux 6pojesa. Ihena pjemema cy i u - i.
Kommekcan 6poj i = V—1 Ha3uBaMO HMaruHAPHOM jeIMHUIIOM.

v CKyIll KOMIDIEKCHHX OpojeBa 03HaUYaBamo ca

C={x+iy:x,y € R}
bpoj x ce 30Be peasnm, a Opoj] Yy MMATrHHAPHU MO KOMIUIEKCHOT Opoja z = x + [y,

Oo3HauaBamo ca x = Rez,y = Imaz.

v' Komyropana BpHMjeIHOCT KOMILUIEKCHOT Opoja z = x + iy je 6poj Z = x — iy.

v' Moayo KOMILIEKCHOT Opoja z = x + iy je 6poj |z| = /x? + yZ2.

41
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v Heka cy z; = x; + iy, ¥ z, = X, + iy, JaT¥ KoMILIeKcHU Opojesu. Onepanuje cabupana,
oy3UMama, MHOXKEHA U JIMjeJbeiba Ce BpIle Ha CJhbeJiehun HauuH:

= 30up
(%1 +iy)+(xy +iy,) = (xg +x2) +i(y; +y2)
= Paznuka

(x1 +iy1) — (X +iyy) = (x1 —x3) +i(y1 — ¥2)

= [IpousBon
(x1 +iy1) - (xx +iyp) = (e1x2 — y1¥2) +i(x1y, + x21)

» KOJINYHHUK

X1 +1y1  X1Xp +Y1Y2 | X2V1 — X1)2

2 2
— = [ , X4+ y,2#0
X; + 1y, X322 + y,2 X322 + y,°
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Ipumjep 1.18. a) Jlatu cy komriekcHu OpojeBu z; = 1 +iu z, = 2 — 3i. OapeauTu BHLUXOB
30up, TPOU3BOJI U KOJTUYHUK.

_ . s (1=D)7
0) Onpenutu Rez,Imz, Z v |z| ako je z = i RENG

B) Hahu cBe koMmmiekcHe OpojeBe 3a Koje BpHjeau Img =1,z#0.

Pjeweme: 6) Jlako ce Buan n1a je i*k = 1,i**1 = j#**2 = 1 j4k+3 = | k € Z. TIpema Tome,
{125 = {*31%1 = { 4 no6ujamo

Ci- () s (92 Y S () — =14

YT TV T \aroa—p) TV YUz TR TRV S ‘
Rez=—-1Imz=1,7=-1—i|z| =2

B)

Z x—iy (x—iy)? x?—y%—2xyi Z 2xy 2xy

—_ = — = = el Im— = — > — = 1 e}

z x+iy x?+y? x% + y? z x% + y? x% + y?

(x+y)?=0=2>y=—-x = z=x—ix,x € R\ {0}
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KommutekcHoM 6pojy z = x + iy y JlekapToBOM © KOOPIMHATHOM CHUCTEMY MOKEMO IPUAPYKUTH
Tauky z ca koopaunarama (x,y) (komruiekcha unu Iaycosa ° pasan).
A

Y

X

Heka je r pacrojame Tauke Z 0] KOOPAMHATHOr MO4YeTKa, a 6 yrao uszMmel)y MO3UTUBHOT IHjela
peasiHe 0ce U paJinjyc-BeKTopa Tauke z. OUurienHo je

r=|z| =+x?%+y? X = rcos0, y = rsinf,

Yrao
0 =argz € [0,2m)

C€ Ha3MBa APryMEHT KOMIUJIEKCHOT Opoja Z.

Hakne, Opoj z = x + [y MOXEMO NHUCATU Y TPUTOHOMETPHJCKOM 00JIUKY

z =r(cosO + isinf).

& Rene Decartes (1596-1650), ¢ppaniycku matemarudap
® Johann Carl Friedrich Gauss, lat. Carolus Fridericus Gauss (1777-1855), meMauku MaTeMaTnyap
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Kopuctu ce n o3Haka

z = rel®

U TO j€ eKCIMOHEHIIMjaJIHU 00JIUK KOMILJIEKCHOT Opoja.

Ipumjep 1.19. [IpeacraButu cpenehe KOMIIEKCHE OPOjeBE Y TPUTOHOMETPU]CKOM OOJIUKY:

a)z=-14+1i, 6)z=1—-1iV3, B)z=\/§+i.

S A2 o VB g am

Pjewere:a) v =2, cosf = N AT sinf = . =0 = . maje
31 3

Z=—1+i=\/§(cosj+i5inr).

N 5T, . . 57
6)Z—1—L\/§—2(c053+15m3).|:|
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Hpumjep 1.20. Ogpenutu y KOMIJIEKCHO] paBHHU cJbenehe ckymnoBe:

z+1

A={ZEC:R€ <O},B={ZEC:|Z—1—i|=1}.

Pjewerse: 3a ckyn A umamo

z—1 x—1—1i x—1)—iy (x+1)+i x% 4+ y? —1—2xyi
<0®_y<0®( ) 'y_( ) Y 0o y y
z+1 x+1-—iy (x+1)—iy (x+1)+iy (x+1)+y?
z—1 x2+y2 -1
Re <0 24 <0ex?+y?-1<0ex?+y2<1.

(=4
z+1 (x+1) + y?
Ckyn A je yHYTpauImOCT KpyTa MoJynpedyHrKa 1 ca EeHTPOM Y KOOPAMHATHOM MOYETKY.

3a ckyn B umamo
z—1—-il=1lex-1D)*+(H-1%*=1

na je B kpyxHura noxynpeunuka 1 ca neatpom y tauku (1,1). O
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Teopema 1.6. Myaspose gpopmy.ie. ° Ako cy matu kommiekcHu 6pojeBn
7z, = 11(cosOy + isinfy) u z, = r,(cosO, + isinbh,)
Taja je:
1. zyz, =ryry(cos(6, + 60,) +isin(64 + 65))

2. 2 =D (cos( 6, — 6,) + isin(0; — 6,))

Z3 L)

3. (ry(cosB; + isinB,))" = r;"*(cosnb, + isinnb,)

91+2k7'[ . . 91+2k7l'

4. ’i/rl (cosO, + isinf,) = (cos + isin

),k =0,1,2,..,n— 1.

Jlokas3:

1. MHOXEHEM KOMIUIEKCHUX OpojeBa zZ; U Z, U MPUMJEHOM aJuIluOHUX (popmyia qo0ujamo

z,Z, = 1,(cos0; + isinb,) - r,(cosO, + isinb,) =
11, (cosB;cos6, — sinf,sinb, + i(cosf,sinb, + sinB;cosb,)) =
r1y(cos(6; + 0,) +isin(6; + 6,))

10 Abraham de Moivre (1667-1754), ppaniyckn maremaTudap
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2. Umamo

z, 21z, 11(cosB, + isinb,) -r,(cosb, +isinf,) 1, o
— = = =— 6, —06,) + 0, — 6,)).
r, (cos( 0, 2) +isin(6; 2))

Zo B ZoZo 12
3. Kopuctumo npuHIMI MaTeMaTUuKe UHIAYKIH]E.
Ouurnenno ¢hopmyna Bpujeau 3a n = 1. JlokaxkuMoO UMIUTUKALIA]Y
(r1(cosB, + isinf,))" = r,"(cosnb; + isinnb,) =
(ry(cosBy + isinf,))**! = ;"1 (cos(n + 1)0, + isin(n + 1)6,)
Nmamo
(r,(cosOy + isinf))**! = (r;(cosB; + isinB,))" - r;(cosh; + isinh;) =
r,""(cosnB, + isinnf,) - r;(cosf, + isinf,) =
r,"*1(cosnB,cosf; — sinnb,sinb, + i(cosnb,sinb, + sinnb;cosh,)) =

r1™" 1 (cos(n + 1) 8, + isin(n + 1)8,).

4. Jlokazyje ce kopuirthewmeM dopmysne 3. O
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1.4. CKYII KOMIIVIEKCHHUX BPOJEBA

Ipumjep 1.21. Nzpauynaru:

) (B+0)7 0 (5

—1+i

i)ls,B) 4\/—1—1',1“) V-1.
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1.5. PEJTALUHUJE U ®YHKIHU]E

1.5. PEJIAIMJE U PYHKIHU]JE

1.5.1. PEJIALIMJE
v Ypehenn nap (x,y) ce nepunmiie
(x,y) = {x}, {x, ¥3}.11
V ypehenom napy (x,y), X ce Ha3uBa mpBa, a y APyra KOOPAUHATA (KOMIIOHEHTA).

v’ U3 nepununnmje ypehenor mapa go6ujamo
(x1,¥1) = (X2, ¥2) © x1 =X, Ay =)

v’ JleKkapToB WJIM IHPEKTHH MPOM3BOA cKymoBa X u Y ce o3nayaBa ca X X Y u nedunuie ca

XXY={(xy):xeXAyeY}

11 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), pycku maTemariyap
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

v/ bunapHa pejanuja p usMmely Henpasaux ckynosa X uY je npousBoJbaH HeEmNpasaH MOICKYII
HexaproBor npousBoga X X Y. Ako je X =Y onaa roBopuMoO 0 OMHApHO] peyalvju p Ha
HaIpa3HoM cKyny X.

v’ Ako ypehenu nap (x, y) npunaaa peaaumju p, To 3anucyjemo (x,y) € p unu xpy.

v’ 3a GuHapHY penaiujy p Ha CKymy X KaXeMo Ja je:

= peduiekcuBHa, ako Bpujeau (Vx € X) xpx
" cuMeTpH4YHAa, ako Bpujean (Vx,y € X) xpy = ypx
" AHTHCHMETPHUYHA, ako Bpujenu (Vx,y € X) xpy Aypx = x =y

" TpaH3WTHBHA, ako Bpujeau (Vx,y,z € X) xpy A ypz = xpz

v/ BuHapHa penamnuja je pejanHja eKBHBAaJEHIHje ako je pedIIeKCHBHA, CHMETPUYHA U
TpaH3UTHBHA.

v’ BuHapHa penaidja je peJanmja moperka Wid mapuujajHor ypehema ako je pediekcuBHa,
AHTUCUMETPUYHA U TPAH3UTHBHA.

v Cxyn C(x) = {y: (x,y) € p}je k1aca eKkBHBAJIEHI[Hj€ 32 €ICMEHT X.
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

Ipumjep 1.22. Tlokazatu na je penanuja p AepuHUCAHA HA CKYITy Z ca
(x,y)eEpeo (3keZ)x—y =3k

pelaija eKBUBaJICHIIM]€ U OJIPEIUTHU KJIace €KBUBaJICHIIH]E.
Pjewerne: Imamo
1.(Vxe Z)x—x=0=3-0=>(x,x) €Ep pedICKCUBHOCT

2.(Vx,ye L)(x,y) Ep=> 3k €Z)x—y =3k >

y—x=3(-k)=>,x)€Ep CUMETPUYHOCT
3.(Vx,y,z€ Z)(x,y) € pa(y,z) € p = (Fk,k, € Z) x — y = 3kny —z = 3k, =
x—z=3(k;+ky)=>(x,2)€Ep TPAH3UTUBHOCT
C0)={y:(@k€ezZ)y =3k} ={3k,k€Z}={0,%43,16,19, ...}
C)={y:AkeZ)y—1=3k}={3k+1,keZ}={1,4,-2,7,-5,..}

CR)={y:@kel)y—-2=3k} =3k +2,ke€Z}=1{25-18 —4,..}.0
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

Teopema 1.7. Ako je p pernanyja €KBHUBAJEHIMje Ha CKynmy X, Tajla Cy Kjace €KBUBAJICHIIU]E
HenpasHe, JBUje Kjace CKBUBAJICHIIM]E C€ WIIM IIOKJIaIajy WM Cy JMCJYHKTHE, U YHHM]ja CBUX Kjaca
EKBUBAJICHIIM]E je cKym X.

Jloxas3:

1. VxeX)(x,x)Ep=>x€C(x)>C(x)#+0

2. Heka je C(x) # C(y) u mpernocrasumo 1a je C(x) N C(y) = @, 1j. ma mocroju z € C(x) N
C(y). Tana je xpzaypz= xpza zpy = xpy = C(x) = C(y), 1mwTO je CymPOTHO IPETIIOCTABIM /1A j€
C(x) # C(y).

3. Ouuraenno je (Vx € X) C(x) € X majeu Uyex C(x) S X. Takohe 3a cBako x € X Baxu X €
C(x) maje X € Uyex C(x). ITpema Tome Bpujean U ey C(x) = X.O

Ipumjep 1.23. [Tokasatu 1a je penanja S penaiyja mapuujaasor ypehema Ha ckymy P (S), raje je
S mpou3BoOJbaH HEMpa3aH CKyTI.

Pjewerne: Imamo

L(VXeEP©)XcX pedIIeKCHBHOCT
2. (VX, Y € iP(S)) XCEYAYCSX)=>X=Y AHTUCUMETPUYHOCT
3. (VX,Y,ZeP(S))(XSYAYCZ)=XCZ TPaH3UTUBHOCT LI
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

1.5.2. ®YHKIMJE
dyHKIIH]a je crelrjajaH ciIydaj penaluje.

v  Hekacy A u B Henpasau ckynosu. [Ipuapy:kuBame (KopecnoaeHuja, MpaBuiIo) f Koje
CBaKOM €JICMCHTY X U3 A [0jesbyje Ta4uHo jeman eaeMeHT f (x) u3 B Ha3uBa ce pyHKIHja.

Hakie, peaanuja f C A X B je pyHkiuja ako Bpujene cibeaeha asa ycinona:

1. (Vvx e A)(3y e B)(x,y) € f

2. (Vx € A)(Vy1 € B)(Vy, € B)(x, 1) € fa(x,¥) Ef =2 y1 =Y,
v Ckym A je 1OMeH a CKyIl B KOI0OMeH.

v' Ckyn BpujeaHoctn pyHkKiuje f je CKym

flA) ={f(x):x € A}.
Ounrnemno je f(A) € B.

OyHKIU]y 4uju je JoMeH A a kojoMmeH B, 3ammcyjemo y oOnuky f:A — B,a na je eneMeHTy X
npuapyxex eaement f(x), y oonuky x = f(x).
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

Mpumjep 1.24. Onpenuru nomere pyukmuje a) f(x) = Vinsinx, b) f(x) = arccos(2sinx).
. A T T
Pjewere:a) D = {E + 2km: k € Z}, 0) D = Ugez [— P kﬂ',g + kn].
v’ JIsuje dpyukuuje f: A - B u g: C — D cy jeqnake ako ¥ caMO aKO BpHjean

A=Cr(WVx€eAf(x)=g).

Ipumjep 1.25. dyuxuuje f(x) = 2logx u f(x) = logx? uucy jennaxe. 3amro? Jla 1 cy jenHake

dyukmmje f(x) = xu (x) = Vx2 ?
v I'paduk dpysxmmje f: A - B je ckyn
G(f) ={(x,¥):(x,y) EAX B,y = f(x)}

v’ 3a pynknmjy f: A = B KakeMo J1a je HHjeKIMja ako BpUjean

(Vx; € A)(Vxy € A) f(x1) = f(x2) = x1 = x

v’ 3a pyskumjy f: A = B KakeMo J1a je CHpjeKIHja ako BpHjeIu
(VyeB)@x€A)y=f(x)
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

v’ 3a pynakumjy f: A — B KaxkeMo J1a je OMjeKIuja ako je ¥ MHjeKIHja ¥ CUpjeKIH]a.

Ilpumjep 1.26. Hexka je f: A — B unjeknuja. [lokazatu ga Baxu

(VAcX) fY(f(4) = A

Moxas: Hexa je x € A. Tana je f(x) € f(A) > x € f71(f(A)) > A < f1(f(A)). O6pnyTo, Heka
jex € f7Y(f(A)). Tananocroju y € A tako naje f~1(f(v)) = x. Onasne nobujamo f(y) = f(x)
¥ TIOIITO je (PYHKIM]a UHjeKIH]ja 3akbydyjemo na je x =y € A. [Ipema tome f _1(f (A)) C A.O

v' Heka cy nare ¢pyukuuje f:A > Bu g: B — C. ®ynkiuuja g o f: A - C nara ca
(Vx € 4) (g°f)x) =g(f(x)

Ha3MBa ce KoMmo3unuja pyukumja f u g.

IMpumjep 1.27. Hexa je f(x) =vx + 1,x > 0,g(x) = i,x > 0. Tana je

1
(9o N@ =g(f@)=g(Vx+1) = —=

1 1
(fo @) =f(g(x) = f(;) = /;+ 1.0
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

Kommno3unyja QyHkIMja HUje KOMYyTUTAaTUBHA, Tj. Y OMIITEM ClIy4ajy He Bpujenu gof = f o g.
Melhytum, komno3unrja GyHKIIHMja je acolujaTuBHa, Tj. ako f: A - B, g:B - Cu h:C — D, tana je

(hog)ef =he(ge°f)
v’ Heka je pynkuuja f: A — B oujexunja. @yukuuja f~1: B > A 3a kojy Bpujeau
(VyeBf ' =xe fx) =y
Ha3MBa ce HHBep3Ha pyHKuuja pyHkuuje f.

3a rpaduk pynxuuje f 1 umamo

GUf Y ={,x):(y,x) EBXxAy=[f(x)}

onHocHO rpaduk pyakimje f ! je cumerpuuan rpaduky QyHkuje f y 0XHOCY HA IPaBy y = X.
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

Mpumjep 1.28. a) 3a ¢pyukumjy f:R - R, f(x) = 3x — 1, unBep3na ¢yHkiuja je GyHKIHja
f~1:R - R3akojyspujemn x = 3f 1(x) — 1, 1j. f1(x) = xTH

eX—e™X

0) 3a dbynkuujy f(x) = sinhx = ,x € R, nuBep3Ha QyHKIH]a je

flx) = ln(x+\/x2 + 1),x eR. 2O

v Hekaje X € R,Y € R. 3a pyukumjy f: X — Y xaxeMmo J1a je mapHa ako BpHjeIu

(Vx € X)f (x) = f(—x)

OJIHOCHO HelapHa ako BpHjeau

(Vx € X)f(x) = —f (=x).

IMpumjep 1.29. dyuxumja f(x) = 4x% — 1 je napua, pynkimja f(x) = —sin3x + 2x je HenapHa,
nok gpynkuuja f(x) = —x? + 3x HMje HM apHA HU HEMapHa.

12 . , eX—e™¥ eX+e™*
Xunepoonnuke QyHkuuje (CHHYC, KOCHHYC, TAHT€HC M KOTaHIeHC) ce AepUHHIIY ca sinhx = , coshx =

eX—e™X eX4e™*

o COthx = ——.

,tanhx =
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

v’ 3a pysakumjy f: X — Y kaxkeMo Ja je orpaHndYeHa 0403ro axo IocToju koucranta M € R
TakKBa Ja je
(VxeX)f(x) <M,

OJHOCHO OrpaHMYeHAa 00310 AKO [TOCTOjU KoHcTaHTa m € R Taksa 1a je
(Vx € X)f(x) = m.

dyHKIM]a je OrpaHuY€eHa aKo je OrpaHuYeHa 0J103T0 U 0J103]10.

. : 1 : .1
Ipumjep 1.30. Odynkuja f(x) = ~,Xx >0 je orpanmdena ono3no jep je ~>0 3a cee x > 0.
Mehytum, dbyHKIMja HUJe OrpaHUYEHA OJI03r0 jep He MOCToju KoHcTaHTa M > (0 TakBa Ja 3a CBe
2x

x € R?

x2+1’

x>0 BpI/IjeI[I/Ii < M. Jla au je orpanuueHa ¢yukimja f(x) =

v 3a ¢pyakumjy f: X — Y kaxkeMo 1a je mepHOAMYHA aKo MOCTOjU peanad 6poj p # 0 Takas ga
BpHUjeIH

VxeX)x+peXAf(x+p)=f(x)

Hajmamu no3utuBan nepuoa pyHkiyje f ce Ha3uBa OCHOBHU mepuoa QyHKIuje.
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

IMpumjep 1.31. a) Oynkuuja f(x) = 3sin(5x —2),x € R je mepuoanyHa ca OCHOBHUM IIEPHOJIOM

2T

?.
6) dynkmmja f(x) = sinvx,x > 0 Huje mepHoaMYHA jep pacTojame H3Mel)y cycjeqHuX Hyna Xj =
k?m? Texu ka oo xag k — oo,

v’ 3a ¢pyukuujy f: X - Y xaxemo 1a je MonoToHo pactyha (meomamajyha) axo 3a cBe xq,x, €
X Bpujenu
x1 <Xz = f(x1) < fxz) (X <x2 = fx1) < f(x2))

OJIHOCHO MOHOTOHO onajaajyha (mepacryha) ako 3a cBe x4, X, € X Bpujeau

x1 <Xz = f(x1) > fxz2) (01 <xz = fx) = f(xz))
3a QyHKIM]Y ce KaXKe KaXKe Ja ¢ MOHOTOHA aKO UMa JeIHY OJ1 HaBEJAECHUX OCOOMHA.

Hpumjep 1.32. dyuxumja f(x) = —2x3 je MoHOTOHO Onazajyha.
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

1.5.3. E/IEMEHTAPHE ®YHKIMJE

v' OcHoBHEe ejieMeHTapHe pyHKIuje Cy:

» creneHa pynkuuja, f(x) =x",x E R,n €N,

-3 -2 -1 0 1
y=x’
-1
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

" eKkcrnoHeHHUjastHa pyHkuuja, f(x) = b*,x € R,b > 0,b # 1

= Jioraputamcka pyukmmja, f(x) =log, x,x > 0,b > 0,b # 1,
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

" TPUTOHOMETPHUjCKe (PyHKIHU]e,

o f(x) =sinx,x €R, f(x)=cosx,x €R

k€ Z},f(x) = ctgx,x € R\{km: k € Z}

2k+1
o f(x) =tgx,x € IR\{( er i
§y
y=sinx ' ‘\‘
¢
- (-1/2 \1/2
A y = cos x“._
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

" HHBEpP3HE TPUIOHOMETPHjCKe (PyHKIIMje,

o f(x) = arcsinx,x € [-1,1], f(x) = arccosx,x € [—1,1],

o f(x) =arctgx,x €ER, f(x) =arcctgx,x € R

V
x./2‘, ’ L
;‘l ) , ?’x
‘ y = arcsin x y = arccos x
y—10/2 —————— e —r e - —:

y = arcetg x \/2
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1.5. PEJTAUHUJE U OYHKIU]E

v' EnemenTtapHe ¢pyHkunmje ce n100Hjajy IpUMjeHOM KOHAYHOT Opoja anrebapcKux oIleparmja:
cabupama, 0Jly3uMama, MHOXKEeHha U J1je/beha, KAa0 U MPHUM]EHOM KOHAYHO MHOTO OIepaliuja
KOMIIO3HIIM]€, Ha OCHOBHE €JeMEeHTapHe (yHKIIH]e.
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