YHUBEP3UTET Y bAKLOJ JIYLIH
MAIIUAHCKHU ®PAKYATET

MATEMATHUKA 2- [IPEJABAIHA

Akagemcka 2017/2018

TEMA 3: BULIECTPYKHN NHTEI'PAJIN

3.1. /IBOjHM MHTeErpaIu

3.2. TpojHu uHTeErpa

JIUTEPATYPA: Momup B. heaunh, Matematuka I, MamvHcku ¢pakyartet, bawa Jlyka, 19971

HactaBHUK: Busbana BojBoauh
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TEMA 3: BUIECTPYKHU UHTEPAJIN

3.1. IBOJHU UHTEI'PAJ
Jlox je kox oapeheHor mHTErpaia

| e

uHTerpana GyHKIMja jeaHe IpoMjeHJbHUBe Ae(HHICAHA Ha CETMEHTY [a, b|, Ko ABOjHUX MHTErpaja
uHTErpan je ¢pyHkuuja asuje npomjersbuBe f(x,y), AepuHHCcaHA HA 3aTBOPEHO] M OTPAHUYEHO]
obnactu D U3 xy —paBHHU.

Ja 6ucmo aeduHHUCAIN IBOJHU MHTETpa MO MPOU3BOJbHO] 3aTBOPEHO] M OTpaHUueHO] obnactu D u3
Xy —paBHU, IPBO JePUHUILIEMO ABOJHH UHTETPAJI [0 MPABOYTAOHUKY.



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.1. /IBOjHM MHTerpaJi o NpaBOyraoHUKY

Heka je ¢pyuknuja f (x, y) nepuHucana Ha MpaBOyraoOHUKY
R={(x,y):a<x<b,c<x<d}=][ab]x]cd].
Axo cy Py = {xg, ..., X} 1 P, = {y0, ...,y } mogjene unrepBana [a, b] v [c, d] pecnekTuBHO, Taaa je
P=P XP,
nojjena npaBoyraonuka R. Heka cy
Rij = [xj—1,x;] X [yj_l,yj],i =1,...mj=1.n

MPAaBOYTaOHUILIM KOJU ce 100ujajy noajenom P (Cnuka 3.1).

d |=mn e S

[
L L :

1 1
a x X, X X, X b x

Cnuxka 3.1.



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

. 2
HCKa_]G AaJbC Axl- =Xi — Xi—1» Ay] = y] - yj—ll dU = J(Axi)z + (Ay]) 51

A(P) = maxd;;,i=1,..,mj=1,..n
L,j

aujaMeTap WM HOpMa noajeJse P.
3a0epuMo Ha CBAKOM IIPABOYTaOHMKY R;; IPOU3BOJbHY TAUKy (5 in j) u hopMHpajMO CyMy

o(F.P.EM =) > f(§0m;) b by, (3.1)

i=1 j=1

KOja OATroBapa JaToj Mo/IjeJiv IpaBOyraoHruka R u jatoM n30opy Tauaka (f in j). Cywma (3.1) ce Ha3uBa

(PumanoBa) uHTerpajHa cyma QyHkiuje f.



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Hepununmja 3.1. Axo nocmoju KoHauna epanuyHa 6pujedHoCm

= i 3.2
| /1(1113520 O-(f)P; 5)77) ( )

He3asucHo 00 nodjene P u uzbopa mauaka (fi,r) j), maoa ce 6poj 1 Hazuea 06ojHu unmezpan
@yuxyuje f (x,y) no npagsoyeaonuxy R u osnauasa ca

I = ﬂR f(x,y)dxdy. (3.3)

Jlaxne,

I = URf(x,y)dxdy =Mlgll)00(f,P»fﬂ7)

3a ¢pyskuujy f(x,y) uuja UHTETpajIHa CymMa MMa KOHAYHy TPaHWYHY BPHJEIHOCT Kaja mapameTap
noJjesie TeXU HyJIU, KaKeMO J1a j¢ HHTerpaduiana Ha R.

Kao u xon ¢dyHk1Hja jeqHe MpoMjeHIbHUBE, MOKa3yje ce Ja je¢ OrpaHu4YeHocT GpyHKIuje moTpedan
YCJIOB 32 HbeHY HHTEerpaduIHOCT, Tj. ako je pyHkiuja f (x,y) uHTerpabuiIHa Ha PaBOYraoOHUKY R,
OHJIa je OHA Ha TOM MPAaBOYTraOHUKY OrpaHUyYeHa. 3aT0 y JajbUM pa3MarpambuMa IpeTnocTaBbaMo Ja
je dynknuja f(x,y) orpanudeHa Ha R.



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Kao u xox oapehenor mHTErpaia, mopea MHTETpaTHUX CyMa IIocMaTpaMo | 10Ky U ropmy JlapoyoBy
cymy dyukmuje f(x,y) Ha R:

m n m n
S(f,P)=zszAxlAy], S(f,P)z zMUAxlAy],
i=1j=1 i=1j=1

raje je

mi= inf f(xy), Mji= sup f(xy), i=1..mj=1.n
(x,¥)ER;j (x,Y)€R;;

Bpujenu cipeneha teopemas: 2

Teopema 3.1. Ocpanuuena ¢pynxyuja f(x,y) na npasoyeaonuxy R je unmeepabunna na R axo u
Ccamo ako epujeou
J P) — P)) =
A (S(f,P) —s(f,P)) =0
He3a8ucHo 00 nodjene P.0O

2Bugjern oxarosapajyhy Teopemy 3a oapehenn uarerpan, Teopema 1.6, Ilornasmbe 1.3 (ctp. 42)



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

[Tokazanu cMO Aa je HENPEeKUAHOCT (PYHKIIM]E JOBOJbAH YCIIOB 3a MHTErPaOMIIHOCT HAa CETMEHTY

[a, b]. 3 Anamoran pe3y/irar UMamMoO W y ClIydajy JBOJHOI MHTETpala IO MPaBOyraoHUKy. Bpujemn
cipeneha Teopema.

Teopema 3.2. Ceéaka nenpexuona ¢pynkyuja f (x,y) Ha npasoyeaonuxy R je unmeepabuina na mom
npasoy2aoHuKy.

N y ciiydajy n1BOjHOT MHTETpajia, HEIPEKUIHOCT QYHKIIMje jecTe JOBOJbaH, ajll HE M OTpeOaH yCioB
3a leHy MHTerpabmiHoct. [lakie, kiaca nHTerpaOMIHIX (QYHKIIHM]a j€ MHUpa O] KJIace HEMPEKUIHUX
dbynkimja. Y ciaydajy oapeheHor narerpana, mokasaiu cMo Ja ako GyHKIMja f ©Ma KOHAYHO MHOTO
Tayaka IIPEKUIa IIpBe BpCTe Ha [a, b], Tana je f unrerpabunna Ha [a, b]. 4

VY cnydajy ABOJHOT MHTErpajia, yCioB KOHAYHO MHOIO Tadaka MPEKuJa MPBE BPCTE 3aMjEHY]EMO

YCIIOBOM CKyTIa Ta4aKa MPEeKK/a OrpaHrdeHe (pyHKIHje KOjH MMa MOBPIIMHY HyJa. °

Teopema 3.3. Heka je pynxyuja f(x,y) oepunucana u oepanuuena Ha npasoyzaonuxy R. Axo
CKYNn mavaxa npexuoa Qyrkyuje [ uma nospuiury Hyia, maoa je pynkyuja unmezspaouina Ha mom
npasoy2aoHuKy.

3 Teopema 1.7 Tlornassbe 1.3. Onpehenn unrerpan (ctp. 43)

4 Teopema 1.8 TTornasiwe 1.3. Onpehenu unrerpan (ctp. 44)

® TTokasyje ce 1a NOBPUIMHY HyJla MMajy: KOHAYaH CKYIl Ta4aka PaBHH, yHHja KOHAYHOT OpOja OrpaHMYEHUX CKYIIOBA OBPILMHE HyJIa, HOJCKYI CKyIa HOBPIIUHE
HyJ1a, Iy, Kao u rpaduk peanne GpyHkuuje nedunucane u Henpekuade Ha [a, b]. Takolhe ce nokasyje ce aa nmocroje paBaHcke GUrype Koje HeMajy MOBPILKHY,
Te Jia je moTpedaH 1 JOBOJbaH YCJIOB Jja O paBaHCKa (GUIypa MMalia MOBPIIUHY Ja HeHa IPaHHIa MMa MOBPLIMHY HyIa.



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.2. /IBOjHU UHTerpaJi no 06/1acTu

[Tomohy nedbunHHUIIMje NBOJHOr MHTErpajia Mo MPaBOYraoHUKY, Ne(PUHUILIEMO NBOJHHU HUHTETPA IO
MIPOU3BOJHHO] 00JIACTH.

Hexka je D 3aTBOpeHa orpanuyeHa o0JacT y Xy — paBHU 4Hja c€ TPaHUIla CACTOjJU O] KOHAYHO MHOT'O
HENPEKUIHUX KpUBUX 00muka y = @(x) u x = Y (y). Taga obnact D nma nospmminy.® Heka je Ha
obmactu D nedunucana orpanndena Gpyunkuuja f(x,y). [locMaTpajMo Ipon3BoOJbaH MPAaBOYTraOHUK R
onucaH oko objactu D uuje cy cTpaHe nmapaienaHe koopauHaTHUM ocama (Cruka 3.2).

T
T

v

Cnauka 3.2.

®V ToMm ciyuajy rpanuia o6mactd D Ma MOBPLIMHY HyJla 11a 06acT D WMa NoBpIIMHY (BHIj€TH NPETXOAHY QYCHOTY)



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

JedbuHummmMo Ha NpaBOyraoHuKy R QyHKIU]y

x _(f(x,y),(x,y) €D (3.4)
feoy) = {0,(x,y) ER\D "

Jedununuja 3.2. Axo je pynkyuja f unmespabunna na npasoyeaonuxy R, onoa xasxcemo da je
dyukyuja [ unmeepadbuina na D u oegpunuuiemo 0eojuu unmezpan na oonacmu D ca

f jD f(x,y)dxdy = f jR f(x,y)dxdy. (3.41)

[Tokasyje ce ma oBako AeduHUCAaH IBOJHU HHTerpan (QpyHkuuje f mo obinactu D HE 3aBUCU O]
MMpaBOyTraoHUKa R.

Cana ce u3 Teopeme 3.3 nako 1001jajy TOBOJbHU YCIOBH HHTETPAOMITHOCTH PyHKIIH]j€ o obsactu D.

Teopema 3.4. Heka je ¢pynxyuja f(x,y) odedpunucana u oepanuyena na ooracmu D. Axo cxyn
mauaxa npexuoa yukyuje f na D uma nospwuny nyna, maoa je pynkyuja f (x,y) unmezpadbuina
Ha D.




3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.3. 0OcoOuHe ABOjHOT UHTerpaJa

Oco0OuHe ABOJHOT UHTETpaa Cy aHaJIorHe ocoOnHaMa oapehenor uHTerparna.

1. Heka je u(D) noBpriumna obmactu D. Taza je

HD dxdy = u(D).

2. Axo je D* c D u ako je dyHkiuja f uaTerpadbmwina Ha D, Tana je dyHkiuja f uHTerpabmiHa u
Ha D™,

3. Ako je ¢pyHkiuja f uaTerpadbmiHa Ha obsactu D Koja je rnojujespeHa Ha asuje oonactu D, u D,
KOje HeMajy 3ajeJHHYKHX YHYTpallllbUX Tadaka, Taaa je QyHKuuja f HMHTErpabuiHa U Ha
obnactuma D; u D, u Bpujeau

ffD f(x,y)dxdy =jD f(x,y)dxdy +j f(x,y)dxdy.

D,

4. Axo cy dyHKIje f u g uaTerpaduiine Ha obsnactu D, Tana je dyukuuja af + fg, rajecy a u
[ pou3BOJHHU peasinu OpojeBu, Takohe nHTerpabunna Ha D u Bpujeau

HD (af (x,y) + Bg(x,y))dxdy =« HD f(x,y)dxdy + an g(x,y)dxdy.

10



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

. Axo cy ¢yHkuuje f u g uHterpabmwiHe Ha obnactu D, Tana cy u GpyHKuHje fg u 5, g+0

uHTerpadbuiHe Ha D.

. Axo cy pyukuuje f u g uaterpadbumite Ha odgactu D u ako je 3a (x,y) € D

fly) < gxy),

Taja je

UD f(x,y)dxdy < ﬂDg(x,y)dxdy.

. Axo je ¢pyuknuja f uaterpabwina Ha D, tana je u pyHkiuja | f | uaterpabunna Ha D u Bpujeau

HD f(x,y)dxdy| < HD |f (x, y)|dxdy.

. Ako je pyHknuja f HeHeraTuBHA U HHTerpadmiHa Ha obmactu D mako je D* € D, tana je

J D*f(x,y)dxdys HD f(x,y)dxdy.

11



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Kao u kon oapehenor unrerpania, 3a B0jHA UHTETpaJ BpUjeIU TeOpeMa 0 CPpeAb0j BPUjeTHOCTH.

Teopema 3.5. (Teopema o cpenmoj Bpujennoctu) Hexa je ¢pynkyuja f unmeepabunna na D u

HeKa je m = ilelg f(x,y) uM = sup f(x,y). Taoa nocmoju A, m < 1 < M, makas da je
x xX€D

|| £eondndy = ). (3.5)
D

Axo je ¢pynkyuja f nenpexuona na D, maoda nocmoju mauka (¢,1) € D maxea oa je A = f(&,n)
na je

|| £eeandy = £ mue). (3.6)
D

12



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.4. Pa4yyHame ABOjHOTr HHTErpa’ja

PauyHame JBOJHOr MHTErpaja ce CBOJAM Ha padyHame JBa y3acTomHa ojpeheHa uHTerpana. 3a
pauyHam€ JIBOJHOT MHTErpajia o NpaBOyraoOHUKY BpHjeau cibeacha Teopema.

Teopema 3.6. Hexa je ¢pynuxyuja f(x,y) unmezpabunna na npasoyeaonuxy R = |a,b] X [c,d].
Ako 3a ceaxo x € [a, b] nocmoju oopehenu unmezpan

da
I(x) = f £ y)dy

Lbl(x)dx = Lb <Ldf(x,y)dy> dx

f&x,y)dxdy = b df(x,y)dy dx. (3.7)
R a c

maoa nocmoju u uHmezpa’

U npu mome je

13



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

AHAJIOTHO, aKo 3a cBako Yy € [c, d] mocroju oapehenn unrTerpan

b
Jy) = f f(x,y)dx,

d](y)dy = d bf (x,y)dx | dy
[row=] (]

ij f(x,y)dxdy = jcd (Lbf(x, y)dx> dy. (3.8)

Hpumjep 3.1. zpauynatu uaTerpai
j j x2ydxdy
R

raje je R mpaBoyraonuk 2 < x < 4,1 <y < 4.

4 ( 4 4 y? 4
ﬂ xzydxdy=j <j xzydy> dx=j x? (—)
R 2 \/1 2 2

1
15 (* 5 _15(% ! 140
— =—|—=|| =140.0

2 L, T2 \3

2

TaJia TOCTOJU ¥ UHTETpal

U BpUjeIn

Pjewerve:

dx =

14



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

ITocmatpajmo cajia orpaHudeHy 3aTBOpeHy o0yacT D Koja ce MOXKE IIPEJACTAaBUTH Y OOJIMKY

D={(xy)ra<x<bgkx)<y<=<h(x)} (3.9)

raje cy g u h nenpexuane GpyHkiuje Ha cermenty [a, b] (Cnuka 3.3).

4 e

y=g(x)

b o e o  w w w e N

Q
o
=

Cnuxka 3.3.

[IpaBuiio 3a pauyHame uHTerpana Gyukuuje f(x,y) no oomactu D naje cibeneha Teopema.

15



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Teopema 3.7. Hexa je ¢pynxyuja f(x,y) unmeepabunina na obnacmu D. Axo 3a ceaxo x € [a, b]
noCmoju unmezpai
h(x)
I(x) = f(x,y)dy
g(x)
maoa nocmoju u uHme2pa
b b / ~h(x)
f I(x)dx =f ( f(x,y)dy) dx
a a \g(x)
u npu mome je
b h(x)
|| reyaxay = | ( fx y)dy) dx. (310)
D a \Yg(x)

Jlokas: Heka je R = [a, b] X [c, d] npaBoyraonuk xoju cagpxu obiact D u Heka je f(x,y) dynkuuja
nepunucana Ha R ca (3.4). Kopucrehu nedmnmnmjy asojHor uHterpana (3.41) u Teopemy 3.6

no6ujaMo
b/rd_
| reyaxay = ( [ e y)dy) dx.
D a c

Hare je

d 5 g(x) 5 h(x) 5 d 5 h(x)

f f(x,y)dy = f(x,y)dy + f fle,dy+ | f(x,y)dy = J F(x,y)dy
¢ ¢ g(x) h(x) g(x)

omakye nooujamo popmyiy (3.10). Teopema je mokazaHa. O

16



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Cinunano, ako ce obnact D moxe npeactaButu y o0auky (Cnuka 3.4)

D={xy)csy=dply)<x=qO®) (3.11)
Taja je
d/ rqa®)
ﬂ f(x, y)dxdy =j ( f(x,y)dx) dy. (3.12)
b c \"p()

Cnuka 3.4.

Ykonuko ce obimact D He MOXke NMpeACTaBUTH Ha jeJlaH OJ1 JIBa HaBeJleHa HauWHa, Taja je Tpeda
MOJMjCIIUTH HAa KOHAYHO MHOro otyactu obiuka (3.9) mam (3.11). YV Tom ciaydajy MHTErpan Io
obmactu D ce nobuja kao 30Mp HHTErpana Io mnoaoOiacTUMa J00HWj€HUM TaKBOM MOJIjeI0M
obmactu D.

17



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Ipumjep 3.2. zpauynatu unterpan
I = ff (x2 + y*)dxdy
D

raje je oomact D orpaHuyeHa quHujamay = x,x =0,y =1,y = 2.

Pjewere: Obnact D je nipencraBibeHa Ha Cnuiu 3.5.

Cnuxka 3.5.

I=fol(jlz(xz+y2)dy>dx+j12<j:(x2+y2)dy)dx=
L2<j0y(x2+y2)dx>dy=5.|:l

18



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Ipumjep 3.3. zpauynatu unterpan

I = ﬂ x2ydxdy
D

raje je obmact D orpaHuueHa nmuHHjaMa yx = 1,y = vx, x = 2.

Pjeweme: Obnact D je npencraBbena Ha Cruiu 3.6.

19



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Ipumjep 3.4. M3pauyHatu uHTErpal

I = ﬂD (x —y)dxdy

raje je oonact D orpanudeHa nuHMjamMa y = 2 — x2%, y = 2x — 1.

Pjewere: Ipecjeune Tauke nmapadose u npase ¢y (—3,7) u (1,1). Umamo

1 2— x? 1 y2>
[ = —y)dy | dx = L

[(L, eom)o=] (-3
1 232 _ _ 132
J(x(Z—x2—2x+1)—(2 ) Z(Zx D )dx=%.

-3

2— x?2
dx =

2x-1

3agaTak MOXEMO YpPaJuTH W IMPOMJEHOM MOpPETKa HWHTErpanyje. Y TOM Ciy4da)y M3 jeHauhHa
napabosie ¥ ImpaBe u3pakaBaMo X kKao QyHKIIH]y MpoMjeHbuBe Y. M3 jeqHaunHe npaBe 1001jaMo

_y+1

YT

Y U3 JeIHaUYMHE mapadose

x=—y2—-y,x<0ux=,2—-y,x=>0.

20



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Tana je

(4

y+1

L7 2 VY
1=j (x — y)dx dy+f (f (x—y)dx>dy=
-7\ 7—=J/2-y 1 2=y

1 /42 yTH 2 /52 V2-y
j <7 — xy) dy + J (7 — xy) dy =
-7 ~J2=y 1 — /2=y

12 1 2 64
(yz)—(Z—y))— (y+ + /2 ))dy 2[ 2—ydy=El:|

21



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.5. CMjeHa npoMjeH/bMBE Y ABOjHOM MHTErpaay

PauyHame n1BojHUX nHTerpana nomohy dopmyia (3.10) u (3.12) moxe 1a Oyjae KOMIUTMKOBAHO, 1A Ce
yBOJIE CMjE€HE MPOMJCHJbUBUX KaKo OM C€ MOjeHOCTaBHIIAa MOJAMHTErpaiHa ()YHKIHMja WU 00JacT
unrerpauuje. Kon oapeheHux wuHTErpaja yBOAWIM CMO CMJEHY IMpPOMjEHJbUBE Ja OHCMO
M0jeIHOCTABUIIN TOJUHTErpAIHY (DYHKIIM]Y, MTOK HAM je KOJ JBOJHUX HHTErpajia yrjIaBHOM IIHJb
npesa3ak Ha jeJHOCTaBHU]y 00JIaCT MHTErpalluje.

Heka je nato npecnukaBame

x=x(u,v),y =yu,v) (3.13)

U Heka je D™ obyiacT y uv —paBHH Koja ce 1o0uja kao ciuka odnactu D npu npeciukaBamy (3.13).

[IpernocraBibamo na je mpeciukaBame (3.13) odocTpanHo jemHo3HauHo, na je u3 (3.13) moryhe
W3pa3uTH U UV TOMOhy X U Y:

u=u(xy),v=vxy) (3.14)

[MpeciukaBamwe (3.14) je  uWHBEpP3HO
npeciuKkaBame MpeciukaBama (3.13),
Cnuxka 3.7.

Cnuka 3.7.
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

[TocmaTtpahemo mpeciaukaBama Kox Kojux yukiuje x = x(u,v), y = y(u, v) umajy HempeKkumHe
napigjaiHe u3Boje IpBor peaa Ha D*. Y ToMm ciydajy kakemo aa cy dpyukuuje x(u, v) u y(u, v)
HenmpeKkuJaHO-TupepeHnujaduane sa D*.

CDyHKI_[I/IOH(:U'IHa ACTCPMHHAHTA

Ox O0Ox
_lou ov| _9&xy) (3.15)
](urv)_ a_y a_y _a(u’v)
du 0Jv

ce Ha3uBa JakoOHjeBa JeTepMHUHAHTA ' WU jakoOujan npecaukaBama (3.13).

JakoOujaH MOXkeMO U3padyHaTu U nomohy gopmyse

du oJu

1 _ww)_fox dy| (3.151)
Jw,v) d(x,y) [0v ov|
ox dy

7 Carl Gustav Jacobi (1804-1851), memauku mMaTemaTu4ap
8 dopmyny (3.151) MOkKEMO KOPUCTHTH YKOJHKO youuMo mpeciukaBame (3.14) u = u(x,y),v = v(x,y), a 3a pjelaBame JBOjHOT MHTErpana HHje HYKHO

ojpelhuBame MHBEP3HOT NpeciukaBamwa X = x(u, v),y = y(u, v).

23



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

be3 nokasa HaBoauMO (hopMysIy KOjoM ce ycrocTaBiba Be3y usMel)y nnrerpana dpyukuuje f(x,y) Ha
obmactu D u pyukumje f (x(u, v),y(u, v)) Ha obmactu D*.

Teopema 3.8. (PopMyJia 3a cMjeHyY NMPOMjeH/bMBHX Y ABOjHOM HMHTerpaiay) Heka je f(x,y)
UHMe2PabUIHa HA 3aMEOPEeHOj u o2panudenoj ooracmu D u neka cy ucnyrenu coedehiu yeiosu:.

1. npecruxasarve (3.13) obaacmu D y obaacm D* je obocmparo jeonosnauro,
2. ¢pynxyuje x(u, v) 'y = y(u, v) cy nenpexuono-oughepenyujadbuine na D* u
3. J(u,v) # 0 na D",

Taoa je
Uf( ,y)dxd) H f(x(u, v),y(u, V))U(U, v)|dudv (3.16)
D ;

Iloka3yje ce ma ce ¢opmyna (3.16) Moxke KOPHUCTHTHM M aKO je YCJIOB jeIHO3ZHAYHOCTH
npecankaBama (3.13) HapymieH Ha HeKoM cKymy W3 D* Koju mMa MOBPIIMHY jeTHAKY HYJIU WJIH
aKo je jakoOUjaH jelHAK HYJHM HA HEKOM cKymy U3 D* moBpuinHe HyJia.
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Ipumjep 3.5. M3pauyHatu uHTErpan

I = ffD(Zx—y)dxdy

raje je obnact D orpaHuyeHa TuHUjamMa
x+y=1, x+y=2, 2x —y =1, 2x —y =23.
Pjewerve: YBenumo cMjeHy
x+y=u, 2x—y=v.
vt Tana je
2

f(x(u, v),y(u, v)) =2x—y =.

u obsact D ce cnvka y mpaBOyraoHUK

»
L

& X 2 ' b " 3a ompehusame jakobujana kopuctumo (3.15;).

Cnuka 3.8.

v

1 _|1 1
Jwv) 12 -1

= [ vt =2 ([ ) au=
=3 *vuv—gl 1vv u—3.|:|

1
|=-3=lU@ni=3

Jaxkue,

D*={(u,v):1<u<2,1<v <3}, Ciuuka 3.8.
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.5.1.Ilo1apHe KoOpAUHATE

Ako noguHTerpansa GpyHKIHMja WK jeJHAYMHA TPAHHUIIE 00JIACTH CaapKK U3pa3 X2 + y2, padyHame
JIBOJHOT MHTETpaja 4eCTO C€ M0jeTHOCTaBJbYje YBO)EHEeM MOJAPHUX KOOpAMHATA T U 6.

Besa uzmelyy mpaBoyrivx U mojlapHUX KOOpAMHATA je nara jenHaunHama (Cnuka 3.9)

X =rcosO,y = rsinf. (3.17)
A
I S (r.6)
|
r |
I.J*‘
&
O,

Cnuka 3.9.

U3 3Hauer-a NOJIAPHUX KOOPAMHATA 7' M O jacHO je 1a ce Kpyr x2 + y? < a? ciuka Ha NpaBOyraoHHK
0<0<2m 0<r<a.

26



3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

IIpecnukaBame nato ca (3.17) je obocTpaHo jeaHO3HAYHO ako je 7 > 0 u ako 6 orpaHMYMMO Ha
uHTepBai obnuka 0, < 0 < 6, + 2m.

dynknuje x(r,0) = rcosO, y(r,0) = rsinf cy HenpekuaHo-audepeHIjadbuiine u jakooujaH je

JOx Ox
_lor 06| _|cos6 —rsing| _
J(r,6) = dy 0y - |Sin0 rcosf | — "
Jr 00

U3 popmyite (3.16) nodujamo dopmyity 3a CMjeHYy MPOMjESHIBUBHX Y MOJAPHUM KOOPAMHATaAMA
f j f(x,y)dxdy = f f(rcos,rsin@)rdrdd. (3.18)
D D*

Jaxobwujan je jenHak Hynu ako je v = 0, anu To He yTU4e Ha BajbaHOCT dopmyde (3.18) jep je ckyn
Tayaka 3a koje je v = 0 moBpuIMHe HyJa.

x2 2

AKo noauHTerpaiHa GyHKIMja WIA jeJHaYMHA rpaHulie 00J1acTy CaApKU U3pa3 —=t %, payyHame

JBOJHOT MHTErpaja ce MojeHOCTaBJbyj€ YBOHEHEM YONIITEHUX MOJAPHUX KOOPANHATA 7" U 0

X = arcos0,y = brsiné. (3.181)

2 2
: _ x*  y:
Tanmaje J(r,0) = abr, a 001acT orpaHUYEHa CIUIICOM — +57 = 1 ce cuka y mpaBoyraoHuK

0<0<2m 0<r<l1.
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

IIpumjep 3.6. zpauynatu unterpan

ﬂ In(x? + y*)dxdy
D

rajeje D:e? < x% + y? < e’

Pjewerve: YBoaumo mojapHe KoopauHate: X = rcosf, y =rsinf, J(r,0) =r. Ob6aacrt
MHTerpanuje je Kpy:xuu npcred, naje 0 < @ < 2mrue < r < e?. Jlakine

2

27 e? e
I = ﬂ rinr? drdf = 2] (J rlnrdr) do = 471] rinrdr = me?(3e? — 1).0
* 0 e e

Ipumjep 3.7. 3pauynatu unterpai
jj (x% + y*)dxdy
D
raje je D: x? + y? < 4x.

Pjewerve: YBoAMMO MoOIapHE KOOpauHate: x = rcosf, y =rsinf, J(r,0) = r. YBpiiraBameM y
jeHauMHy KpyKHULE X2 + y? = 4x, o6ujamo

r = 4co0s6.
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

. . . T T
[TommTo je r = 0, omaBne nodbujamo cosf = 0 1j. — > <6< > Younumo 1@ CMO UCTH 3aKJby4aK MOTJIH

M3BECTH M Ha OCHOBY ciiuke ooOnactu D, jep je D momjepeHu Kpyr ca eHTpoMm Yy Tauku (2,0) u
MOJIyTIpEYHUKA 2 KOjU ce Hana3u y oonactu x = 0. Jlakie, rpanuie 3a 0 u r cy:

T T

—— << — <r<4 .
2_9_2, 0<r<4cosb

Nmamo
E T

> 4cosf >
I=ﬂ r3drd9=Jn<J r3dr)d9=64jncos40d9=
" 2 V0 2

2 1+ cos46
L costty o

% 2 3 T
16[ (1 + cos26)%dg = 32[ (1 + 2cos26 + =32 == = 24m.
-z 0 2 2 2

3agaTak CMO MOTJIH YPaIUuTH U YBOl)emeM MOMjepeHHX MOJAPHUX KOOPAHHATA:
x—2=rcosd, y=rsinf, J(r,0) =r.

Y tom cnydajyje 0 < 8 < 2ru 0 < r < 2 na umamo
2T 2
= J ((2 + rcos0)? + r?sin?0)r drdf = j <j (4 + 2rcosf + rz)rdr) do =
D* 0 0

2T 8
f (8+§c050+4> do = 24m.0
0
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.6. IIpumjeHe ABOjHUX UHTerpasa

3.2.6.1.PauyHame NoBpLIMHE paBaHCKe purype

N3 ocobuHa JBOJHOT MHTETpajia UMaMo Ja je

|| axay =)
D

raje je D orpannyueHa 00acT y Xy —paBHHU KOja MMa MOBPIIHHY.

IIpumjep 3.8. Mzpauynatu noBpirHy 00J1aCTH OrpaHUYCHE JIMHUjaMa

x=4y—y%x+y=6.

u(D)=fDdxdy=L3<Lz_yzdx)dy j(Sy y —6)dy—%

Ipumjep 3.9. M3zpauyHatu noBpmrHy 00J1aCcTH OrpaHUYEHE JTUHU]aMa

Pjewerve:

xy =1,xy =3,y% = x,y% = 2x.
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Pjewerve: YBoaUMO cMjeHY IIPOM]jEHIBUBHUX
2

Xy =1u y—=v
y ) " -

Tana je cmuka o6mactu D npaBoyraonuk D*:1 <u < 3,1 <v < 2.

Hasbe je
y X 2
1 2 y 1
= 2y|=—=3v > , V)| = —.
T _y_z Y| == v= vl =
x? x
Nmamo

(D)—ﬂdd —1H L dud —1j3 jzld du = 22
U —ny—3 *vuv—gl 1UU u—3n.|:|

Ipumjep 3.10. M3pauyHatu moBpiivHy 00J1aCTH OTPAHUYECHE CIIUIICOM

x2

T opy2=1.
2 T

Pjewere: YBoaumo yommtene nojgapHe koopaunare (3.19)3aa=2ub = 1:

x = 2rcos0,y = rsinf.
Tana je J(r,0) = abr = 2r u nodujamo

21 [ 1 2m
,u(D)=ﬂ dxdy=2ﬂ rdrd0=2j (f rdr)d6?= df = 2m.O
D * 0 0 0
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.6.2.PayyHame 3aipeMUHe THjes1a

Heka je T Tujesno koje ce MOXKe MPeICTaBUTH y O0JIUKY
T={(x,y,2):0<z<f(x,y),(x,y) €D}
rjaje je f HeHeraTuBHA M HEMpPEKHUIHA PyHKIH]a HA 001acTH
D={(xy)a<x<bgkx) <y<h(x)}
(Cnuxa 3.10).

y=gx)

Caunka 3.10

Ha ocnoBy Teopeme 3.5 nmamo

j f ) f(x,y)dxdy = j b ( h(x)f (x, y)dy> dx.

a g(x)
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Hasbe je

h(x)
[y =rey

g(x)

raje je P(x) moBpimHa monpedHor npecjeka P(x) tujena T mpecjedeHor ca paBHH Koja je rmapajeinHa

yz —paBuu. I[Ipema Tome mo6ujamo
b

HD f(x,y)dxdy =j P(x)dx

a

IITO IpezcTaBsba 3anpeMuny tujena T. © Jlakne, 3anpemuna tujena u(T) je nara ca
u() = j j f(x,y)dxdy. (3.19)
D

®opwmyna (3.19) Baxu u y cinydajy n1a je D npousBoJbHA 3aTBOpEeHa 00J1acT.

Axo cy ¢pyHkuyje f u g HenpekuaHe Ha D u ako je f < g Ha D, Taja 1BOJHU UHTETpasl
[| gy - g ymaxay (319,
D

npeAcTaBJba 3alIPEMUHY THjeJa orpaHnyeHor rpadpunuma pyHkuuja f u g.

9 TTokasyje ce ma MocToje Thjena Koja Hemajy 3anpemuny. [lotpe6an u 10BOJbaH YCIOB Ja OU THjEI0 UMAJIO 3aIPEMHHY jECTE [a HEeroBa TPaHMIa MMa 3alPEMUHY
HyJa. YKOIMKO Ce TPaHHMIIa THjela CACTOj! 01l KOHAYHO MHOTO moBpim obnuka z = f(x,y),x = g(y,z) u y = h(x,z), rojecy f,g u h Henpexuane hyHKImje,
Tajia THjesI0 UMa 3aMPEMUHY.
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Ipumjep 3.11. M3pauyHatu 3aipeMuHy THjejla OrPaHUYEHOT PaBHUMA

x=0,y=0,z=0, x+y+z=1

Pjewemre: Tujeno je npukazano Ha Cnunu 3.11. Umamo

u(T) = ij(l — x— y)dxdy =

J:(jol_x(l— x—y)dy)dx=%.|:l

Cnuka 3.11
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Ipumjep 3.12. M3pauyHatu 3annpeMuny BuBanujeBor THjena orpaHMueHoOT MOBPIIMMA

X

Z+y?=ax, x*+y*+2z*=a*.

Pjewere: Tujeno ce cactoju ox 4 jeaHaka avjena, oJ KOjux je cy ABa mpukazaHa Ha Chounm 3.12.

Nmamo

4
3a

u(T) = ZH Ja? — x2 — y2dxdy
D

raje je D xpyr
x? +y? < ax.
VYBoaehu nonapue koopanHaTe
x =rcosf, y=rsinf, J(r,0) =r

n100H1jamo

% acosf % acosf
jn(j \/az—rzrdr>d9 =4j <f \/az—rzrdr>d0 =
—5 \J0 0 0

3J7(1 n30) do 4 3(7r 2)
— sin =—a’|=—=].0
0 3 2 3
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

3.2.6.3.PauyHame Mace jioye, KOOpAMHATA LeHTPA TeKe U MOMEHaTa UHepIuje 1mioye
[TocMaTpamMo TaHKy II04YYy KOja MMa 0OJIMK paBaHCcke purype D ca ryCTUHOM MaTepHje pa3MaszaHe 1o
Toj wioun p(x,y). AKo je maoya XOMOIeHa, Tj. aKO je HeHa I'yCTHHA KOHCTAaHTHA, Taja jeé Maca
MaTtepuje pazmMasane Ha D jegHaka MpoOU3BOAY MOBPIIMHE TJI0YE U KOHCTAHTHE T'YCTHHE.
AKO rycTiHa HHj€ KOHCTaHTHA, Taja ce Maca Ijiode padyHa 1mo GopMyIu
m(®) = || o, y)dxdy. (3:20)
D

IlenTap Texke mwiodye D koja uma ryctuny p(x,y) je Tauka (X, y) 4nje cy KOOpauHaTe

1 1
X = —U xp(x,y)dxdy, y = —ﬂ yp(x,y)dxdy . (3.21)
mJJp mJJp

AKO je TI04a XOMOTeHa, Taja je

JI, xdxdy Jf, ydxdy

g==D" """ 5= .
ffD dxdy ffD dxdy
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

MomeHnaT uHepuMje MaTepyjajiHe TaukKe y OJHOCY Ha TaukKy (MpaBy, paBaH) je jJeTHAK MPOU3BOIY
Mace Tauke (IpaBe, paBHM) U KBajJpaTa HEHOI pacTojama o] Te¢ Tauke (IpaBe, paBHU). MoMeHaT
MHEpIIMje CUCTeMa MaTepHjaTHUX Tayaka jeJHaK je 30Mpy MOMeHaTa UHEPIM]e TUX Tadaka.

[Toka3yje ce Aa cy MOMEeHTH HHepuuje miiode D y 0JHOCY HA X, OJHOCHO Y —OCY jEIHAKU

I = ﬂ y?p(x,y)dxdy,
D

I, = ﬂ x2p(x,y)dxdy. (3.22)
D

MomMeHAT MHepIHje Y OJHOCY HA KOOPAUHATHM MOYETAK j€ jelHaK 30Upy MOMEHaTa UHEpIIUje Yy
OJHOCY Ha X U Y —OCY, Tj.

Iy = j f (x* + y*)p(x, y)dxdy. (3.221)
D
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3.1. IBOJHU MHTET'PAJI

Hpumjep 3.13. Oapenuty KoopauHate LieHTpa Texke miode D:x? + y? < 1,x = 0,y > 0 kxoja uma
rycruny p(x,y) = x? + yZ.

Pjewere: imamo

X = iﬂ x(x? + y*)dxdy y = iU y(x? + y*)dxdy
mJJ, ’ mJJ,

raje je
T
2 1 T
m= ﬂ (x% + y*)dxdy = J (j r3dr) do = —.
D o \Jo
Jlakie,
T
_ 8 8 2/} 8
X = —Jf x(x% + y¥)dxdy = —j j r*cosfdr | dO = —
TJJp TJo \Jo 51
u

T

_—8Jf 2+2dd—8ji j14'9d d8—8
[ — e — —_.D
y Dy(x y“)dxdy . Orsm T z

38



3.2. TPOJHU UHTETPAJIN

3.2.1. TpojHM MHTeErpaJ 1o 06/1aCTH
Hexka je ynkmmja f(x,y, z) orpanndena u neduHrcaHa Ha 3aTBOPEHOj orpaHu4eHoj obnactu T koja

uMa 3anpemuny. [logujenumo obmact T ©Ha n mujenoBa Ty,T,, ..., T, Tako na ckynoBu T; umajy
3alpeMUHY, J1a je PeCjeK CBaka JiBa O] TUX CKYIIOBa 3allpeMUHE HYyJIA U 1A je

n
u(T) = ) (T,
i=1
N3abepumo y cBakoM ckyny T; ipou3BosbHY Tauky (&;,1;, {;) 1 popMuUpajMo cyMmy

O, P,EM ) = ) f (i G u(T) (3:23)
i=1

KOja oArosapa aaroj moxajenu odmactd T u m3bopy tadaka (&;,1;,¢;),i =1,...,n. Cyma (3.23) ce
Ha3uBa (PumMaHoBa) nHTErpasana cyma pyHkuuje f.

Hexa je d(T;) nujametap ckyna T;, Tj. HajBehe pacTojame n3mel)y nBuje Tauke TOT CKyIa M HeKa je
A(P) = max d(T;)
l

AMjaMeTap UM HOpMa noajeJse P.
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Hedununuja 3.3. Axo nocmoju KOHAYHA 2PAHUYHA BPUJEOHOCT

I= lim o(f,P,¢m.9) (3.24)

HezasucHo 00 noodjene oonacmu T u uzbopa mauaxa (&;,m;,{;), maoa ce 6poj | nasuea mpojuu
unmezpan pynxyuje f(x,y,z) no ooracmu T u o3nauasa ca

[ = f j Tf(x, y, z)dxdydz (3.25)

Jlaxne,

= f feoy2dxdydz= lim o(f,P,Em.0).

3a pyukmjy f(x,y,z) uvja UHTErpajiHa CyMa UMa KOHAYHy TpaHUYHY BPHJETHOCT Kaja apamerap
MoJjjesie TeKU HYJIH, KaKeMO J1a je HHTerpaduaHa Ha T.

YcnoBu unterpabunnoctu Gyskuje f(x,y,z) Cy CIMYHH YCIOBHMA MHTETPAOMITHOCTH (PYHKIIH]E
f(x,y) KoI IBOJHMX MHTETpaa.

Tako je orpann4yenoct ¢pynkuuje f(x,y, z) norpedaH ycJoB 3a lbeHY HHTErPadMUJIHOCT, Tj. aKO j¢
¢yHkuMja naTerpabunna Ha T, oHz1a je oHa Ha T orpaHHUYeHA.

YC10B HENPEeKUIHOCTH je A0BObAH 32 MHTErpadMIHOCT (yHKIHUje, Tj. CBaKa HEMNPEKUHA

dynkuuja f(x,y,z) Ha T je unterpadbusina Ha T.
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3.2.2. OcoOGMHe TPOjHOT UHTErpajia

OcoOuHe TpOJHUX MHTETpalia Cy CIMYHE 0coOMHaMa ABOJHUX MHTErpasa.

1. Heka je u(T) 3ampemuna oomactu T. Tana je
j j dxdydz = u(T).
T

2. Axoje T* c T un ako je pyHkuuja f narerpadbmina Ha T, Tafa je pyHkiyja f nHTerpabmiHa Ha
T".

3. Axo je pynkiuja f naterpabuina Ha odnactu T Koja je moaujesbeHa Ha aBuje odnactu Ty u T,
KOj€ HEMajy 3ajeJHUYKHX YHYTpallllbUX Tauyaka, Taja je QyHKuuja f HHTErpabuiaHa U Ha
obnactuma Ty u T, u Bpujeau

J_UTf(x, y,z)dxdydz = ﬂ Tlf(X, y,z)dxdydz + ﬂTzf(x, y,z)dxdydz.

4. Axo cy dyHkuuje f u g uaterpabuiHe Ha oonactu T, Taaa je pynkuuja af + fg, rajecy a u
[ Ipon3BOJHHU peasiHu OpojeBHU, Takole nHTerpadbmina Ha T u Bpujeau

HT(af(X, y) + Bg(x,y))dxdydz = « Jfo(x, y,z)dxdydz + JﬂTg(x, v,z)dxdydz.
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

. Axo cy ¢yukuuje f u g unterpabunne Ha obnactu T, Tajga cy u QyHkuuje fg u 5, g+0

uHTerpadbuiaxe Ha T.

. Axo cy pyukiuje f u g uarerpadbuane Ha oomactu T u ako je 3a (x,y,z) €T

fx,y,2) <g(xy,2),
Taja je

_UTf(X, y,z)dxdydz < fﬂTg(x, y, z)dxdydz.

. Axo je ¢pyuknuja f unterpabwina Ha T, Taga je u GpyHkuja | f | uaterpadunna va T u Bpujeau

Uij(x, y,z)dxdydz| < ﬂTlf(x, y,z)|dxdydz.

. Ako je pynknuja f HeHeratuBHA U HHTEerpadmiHa Ha obonactu T nakoje T  C T, Tana je

j j T*f (x,y,z)dxdydz < j J Tf (x,y,z)dxdydz.
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Kao u Koz 1BOJHOT MHTErpala, 3a TPOjHU UHTErpall BpUjeu TeopeMa 0 Cpeilhb0j BPHjeTHOCTH.

Teopema 3.9. (Teopema o cpenmoj Bpujennoctn) Hexa je ¢pynxyuja f unmeepabunna na T u

nexka je m = inf f(x,y,z) u M= sup f(x,y,2). Tadoa nocmoju A, m < A < M, maxas
(ny'Z)ET (X,y,Z)ET
oa je
J j f(x,y,z)dxdydz = Au(T). (3.26)
T
Axo je pynkyuja f nenpexuona na T, maoa nocmoju mauxa (&,1,() € T maxsa oa je
A=f(En9)

naje

|| £y dxdyaz = 6m ucr. (3.261)

T
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3.2.3. PauyHame TPOjHOT UHTErpa’jia

PauyHame TpojHOr WHTErpajia cé CBOJAM Ha paudyHame TpPU y3acTomHa onapeheHa wHTerpana. 3a

padyHam€ TPOJHOT MHTErpajia Mo napajieienuneny Bpujenu cibeaeha reopema.

Teopema 3.10. Heka je ¢hynkyuja f(x,y, z) unmeepabunna Ha napaneienuneoy

T={(x,y,z):a1 <x< az,bl Sysz,Cl <z< Cy }

[l ree v asayaz= [ { b ([ e 2)dz )y ) dx -

a, b, Co
j dx j dy j f(x,y,z)dz.
aq bl C1

Tana je

(3.27)
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Axko ce oomact T MOe MPEJCTABUTH Y OOJIUKY

T = {(x,y,z):hl(x,y) S A S hz(X,y), (X,y) € D}

raje je D orpannyeHa 3aTBOpeHa 001acT y Xy —paBHH, OHJA je

f f Tf (x,y,z)dxdzdy = f f ( fh hi(ij)f (x,y, Z)dZ) dxdy.
D 1%

Axo ce nputoMm obsact D MoxKe peACTaBUTH Y OOJIUKY

D={(xy)ra<x<bgi(x)<y<g,(x)}
dopmyina (3.28) nocraje

b gZ(x) hz(xJ’)
U]f(x,y, z)dxdydz =j dxj dyj f(x,y,z)dz.
T a

91(x) hi(x,y)

(3.28)

(3.281)
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.14. M3pauyHatu uHTErpal

I = f j j zdxdydz
T

. . 1
raje je T tujeno orpannyueHo noppmuma x = 0, x = 50 Y

x,y=2x, z=0 nz=,x%+y>.

Pjewerve:

=

x2+y

U

)dy =

R A ")

1
1f§d fzx( +y2)d _Sf gy D
2), &) Y=g rer =gy
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3.2.4. CMjeHa npoMjeH/bUBE Y TPOjHOM UHTErpa1y

Heka je naTto npecnukaBame

X = X(U, D, W);y = y(u, v, W),Z = Z(u’ v, W) (329)

u Heka je T" obnacT y uvw —mpocTopa Koja ce 100Hja Kao ciauka oomactu T mpu mpeciuKaBamby
(3.29).

[IpernocTaBbamo aa je mpecnukaBame (3.29) obocTpaHo jeano3dHauHo, na je u3 (3.29) moryhe
u3pasuTd U, v, w nomohy X, v, z:

u = U(X; y; Z);U = U(x, y, Z),W = W(x, y: Z) (3291)

[Tocmarpahemo npecankaBama Ko Kojux ¢y pyukuuje x(u, v, w), y(u, v,w), z(u, v, W) HEpeKuIHO-
mudepunujabunne Ha T . Heka je

dx Ox Ox
dJu Jdv Jw ¢ )
dy dy 0y X, Y,z (3.30)
u,v,w) = = —"" :
J( ) ou ov owl| Jd(u,v,w)
dz 0z 0z
dJu OJv Jw

jaxooujan npecnukaBama (3.29) u Heka je J(u, v,w) # OHa T".
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Bpujenu cibencha dhopmyna kojom ce ycroctaBiba Be3y usMel)y unterpana ¢yukuuje f(x,y,z) Ha
obmactu T u unterpana ¢pyukumje f(x(u, v,w), y(u,v,w), z(u, v,w)) Ha odonactu T".

Teopema 3.11. (PopmyJia 3a cMjeHY NPOMjeH/bHBHUX Y TPOjHOM MHTerpany) Heka je f(x,y,z)
unmezpaduIna Ha 3ameopenoj u oepanuyenoj ooracmu T u neka cy ucnyrwenu cvedehu yciosu:

1. npecruxasare (3.29) oonacmu T y obnacm T* je obocmparo jeonosnauro,

2. pynxyuje x = x(u,v,w),y = y(u,v,w), z = z(u, v,w) cy nenpexuono-oughepenyujabuime
na T u

3. J(u,v,w) #0naT".

Taoa je

ﬂ f(x,y,z)dxdydz = H flx(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v, w)|](u, v,w)|dudvdw (3.31)
T T

Iloka3yje ce ma ce ¢dopmyaa (3.31) Moke KOPHUCTHTH H AaKO je YCJOB jeTHO3HAYHOCTH
npecjaukaBama (3.29) HapyuieH Ha HeKOM cKyny U3 T" Koju MMa 3anpeMHUHY jeHAKY HYJIU UJIH
aKo je jakoOHjaH jeqHAK HYJHM HA HEKOM ckynmy u3 T™ 3anpemMuHe Hy.Ja.
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3.2.4.1. lIuwinHApUYHE KOOpAUHATE

Axo mpojekuuja rpaHuie Tujena T y xy —paBaH caipku HU3pa3 x2 + y?, padyHame TpPOjHOT
WHTErpaJia ce MojeIHOCTaBJbyje yBoheheM NUMIAMHAPUYHUX KOOpAMHATA T, 0 U Z.

Besa u3mely npaBoyrimx v MWIHHIPUYHUX KOOpIUWHATa je nata jeqnaunaama (Covka 3.13)

X =rcosf,y = rsind, zZ=2z (3.32)
Z T

| 2 (%,3.2)
! !
,5 |

N

x / 0 P
A d

Cimka 3.13.

[IpecnukaBame nato ca (3.32) je obocTpaHo jeqHO3HAYHO ako je 7 > 0 u ako 6 orpaHMYMMO Ha
uHTepBai obnuka 0 < 0 < 2m,
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

dyuxuuje x(r,0,z) = rcosO,y(r,0,z) = rsind,z(r, 0, z) = z cy HenpeKUAHO-AUPEepEHIHjaONITHE
1 JakoOHjaH je

Ox OJdx Ox
or 00 0z _
cos@ —rsind 0 _
J(r,0,z) = dy 9y Oyf_ sind  rcosd ol = |CC_)SH —rsinf| _
or 06 0z 0 0 1 sin@  rcos6
0z 0z 0z
or 00 0z

13 dhopmyie (3.31) nobujamo hopmMyity 3a CMjeHY MTPOMjSHIBUBHX Y IIWIHHIPUYHAM KOOPAHMHATAMA
J j f(x,y,z)dxdydz = j f f(rcos@,rsinf, z)rdrdfdz. (3.33)
T T*

JakoOwujaH je jenHak Hyau ako je r = 0, aJiu TO He yTU4e Ha BaJbaHocT gopmyiie (3.33) jep je ckym
Tayaka 3a koje je v = 0 3anpemuHe HyJa.

N3 3Hauema NWIMHAPUYHUX KOOpAWHATA 7', 6 U Z, JaCHO je Ja C€ Bajbak

x2+y2<a?0<z<h
CJIMKa Ha KBaJap

0<0<2n,0<r<aql0<z<nh
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.15. U3pauynatu uaTerpan

I = fﬂ (x2 + y*)dxdydz

raje je T Tjeno orpaHudeHo noppmuma x2 + y2 = 2z uz = 2.

Pjewerve: TIpojexuuja npecjeune KpuBe NapaboaoMaa U paBHHU je KpykHuua x2 + y% = 4. 3ato je
npojexuuja Tujena T y xy —paBaH Kpyr x2 + y? < 4. Ako yBeJeMo IMINHPHYHE KOOPMHATE

X =rcosf,y = rsinf, zZ =z, J(r,0,z) =,

nobujamo na ce tujeno T ciuka Ha
2

T
2

I = jf (x? + y®)dxdydz = ﬂf rd@drdz =
2T 2 7'2 167
f d@j r3dr dZ‘ZT[j 2——|dr=——.0
r22 0 2 3

T*:0 <60 < 2m, 0<r<s?2, <z< 2

Jaxie
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3.2.4.2. CdepHe KoOpAUHATE

Besa n3melyy nmpaBoyriux u chepHUX KOOpAHMHATa je aaTa jeaHaurHama (Ciauka 3.14)

(3.34)
X = rcosfsing, y = rsinfsing, Z = 1CcosQ.
LA
//'{!D (x’J)’Z)
p//// “:
© = PCOSP
I !
: -
R y
0 / |
x _ )
- psing
 Couma3.14.

[IpecnukaBame nato ca (3.34) je obocTpaHno jenHo3HayHo ako je v > 0,0 <0 < 2w, 0 < ¢ < m.
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

JaxoOujan npecnukaBama (3.33) je

Jdx Ox Ox
or 06 Jd¢
dy dy 0y
J(r,0,9) = or 00 O0¢
dz 0z 0z
or 06 Jd¢
Jlakne,

cosOsing —rsinfsing rcosOcosp
= [sinBsing rcosOsing  rsinBcosp| = —r?sing.
CcoSQ 0 —rSsing

J(r,6,9)| = rising

N3 popmyne (3.31) mobujamo dhopmyiy 3a cMjeHY MPOMjEHIBUBHUX Yy ChepHUM KOOpIUHATAMA

f j f(x,y,z)dxdzdy = j j f(rcosBsing, rsinfsing, rcos@)r?sinpdrdode.
T T*

(3.35)

JakoOwujaH je jeqHak vy ako je v = 0 uinm ¢ = 0 anu To He yTude Ha BasbaHocT hopmyde (3.35) jep
Cy CKYIIOBM Tayaka 3a Koje BpHje/ic OBU yCJIOBH 3allpEMHUHE HYJIA.

U3 3Hauen-a chepHuX KoopaAuHAaTa 7, @ 1 ¢ jacHo je aa ce Kyria x> + y? + z? < a? ciuka Ha KBajap
0<0<2m, 0<p<m0<r<a.

53



3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

IIpumjep 3.16. U3pauynatu uaterpan
dxdydz
I'= f f j 2 4 v2 4 2
X<+ Yy +z

rojeje T = {(x,y,2):1 <x?>+y*+2°<4,z=0}.

Pjewere: Axo yBenumo cepHe KOOpIUHATE

X = rcosfsing, y = rsinfsing, Z =T1C0oSQ, |J(r,0,9)| = r?sing

nobujamo na ce tujena T civka Ha

T*:OSGSZn,OS(pS%,lSrSZ.

dxdydz r? Sm<p
1=M : jj] drdédy =
x? + y? + z?

2n
j d@j smgodgoj dr = 2m.0

Jaxie
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.17. U3pauyHnatu uaTerpan

I = fﬂ z%dxdydz
T

raje je T orpaHMyeHo moppimma z = /x2 + y2uz = h,h > 0.

Pjewerse: TIpojexunja mpecjeyHe Kpube napaboiouja U paBHU je KpyxkHuIa x2 + y? = h2. Ako
yBEJIEMO ITUIUHIPUIHE KOOPINHATE

X = rcoso, y = rsiné, zZ =2z, J(r,0,z) =r.
nobujamo na ce tujeno T cinuka Ha

T:0<0<2m,0<r<2 r<z<h

I = jﬂ z2dxdydz = Hf rd@drdz =
27 7.[hS
j dgj T'dT'j de = T

Jlakne
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3agatak MoxkemMo ypaautu u mnomohy cdepHux koopauHata. Cnuka tujena T y chepHUM

KOOpJIMHaTama je
h
T 0<0<2m0<@p<—0<r<—
4 cos®
Jlakiie
I = jﬂ z?dxdydz = jﬂ r2cos?@ - résinpdrdfde =
T T*
h
jzndej% 2 psinod jcosgo 4 ) 1J% . . h® g
cos“@sinpde r*dr =2m-= | cos“psing Q=
0 0 0 5/, cosS@
n m
2mh® (% sing p 2mh® 1 % nmh®
= - =—.0
5 J, cos3p ¥ 5 2cos?¢l, 5
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3.2.5. [IlpuMjeHe TPOjHUX UHTErpaAJIA

3.2.5.1. PauyHame 3anipeMHHe THjeJia

N3 ocobuHa TpojHUX MHTErpaja J00ujaMo Jia je 3anpeMuHa Tujeaa T jeHaka

J j dedydz = u(T).

Ipumjep 3.18. M3pauyHatu 3anpeMuHy THjeJIa OrpaHUYCHOT MTOBPIIUMA
z=+x2+y%2u z=x*+y%

Pjewere: 1Ipojexnnjy npecjeuHe KpuBe napadojonia 1 KoHyca oapehyjeMo u3 cuctema

2

z2=x+y?u z=x*+y?> z2=2z= z=0vz=1.

OnaBne nodujamo x?% + y2 = 1. AKO yBeIMMO ITUJIUHAPUYHE KOOPAUHATE
X =rcosf,y = rsind, zZ =z, J(r,0,z) =,
nobujamo na ce tujesno T civka Ha

T:0<60<2m, 0<r<1 1r:<z<r.

(3.36)
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

u(T) = ﬂ dxdzdy = fff rdrd0dz =
T T*

2T 1 T 1
f dGJ rdr | dz = Zﬂf
0 0 T2 0

r3 4|t
— Zd :2 —_——
r(r —r)dr n(3 4)

([
=—.0
6

0

58



3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

3.2.5.2. PauyHame Mace THjeJia, KOOpAUHATA LIEHTPA TeXXe U MOMeHaTa UHepLuje
THjeJia

Axo je mo3nara ryctuna p(x,y, z) tujena T, Tana je ieroBa Maca jeHaka

m(T) = j f J p(x,y,z)dxdydz. (3.37)
T
IlenTap Texke THjena Koja uma ryctuny p(x,y, z) je tauka (X, y, Z) 4uje cy KOOPAUHATE

1

X = —fff xp(x,y,z)dxdydz,
mJjJr

1

y=— j f j yp(x,y,z)dxdydz, (3.38)
mJjJr

1
Z = —Hf zp(x,y,z)dxdydz
mJJJr

AKO je TH]JeJI0 XOMOT€HO, Taja je

JIJ xdxdydz _ [, ydxdydz
I dxdydz " 7~

) [ﬂ}zdxdydz
7 =

*= JIf dxdydz JIJ dxdydz"
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

MomenTu nHepuuje tujena T y OHOCY HAa XY, XZ U YZ PaBHU CY JeAHAKU

Ly = fﬂ z%p(x,y,z)dxdydz,
T

L., = fﬂyzp(x,y, z)dxdydz, (3.39)
T

L, = fff x2p(x,y,z)dxdydz.
T

MomMeHaTH HHepLHje Y OTHOCY HA KOOPAUHATHE OCe CY:

L, = ff (v? + z)p(x,y,z)dxdydz,
T

L, = Hf (x% + z%)p(x,y,z)dxdydz, (3.40)
T

I, = H (x? + y*)p(x,y, z)dxdydz.
T
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3.2. TPOJHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.19. N3pauyHatu MoMeHAT UHEPIM]E€ XOMOTeHEe cpepe MOoJIyIIpeyHUKa @ Mace m y OJHOCY
Ha JjaMeTap.

Pjewere: Heka je nientap cdepe y KOOpAMHATHOM MOYETKY M HEKa je aujametap cdepe oxapehen
z —ocoM. Taza je MOMeHAT uHEpIMje Y OJJHOCY Ha JujaMeTap 3alpaBo MOMEHAT MHEPIIHU]E Y OJTHOCY
Ha z —ocy. [lakie,

I; = jff (x% + y®)p(x,y,z)dxdydz.
T
U3 p(x,y,z) = K nobujamo

3m

4
_ — K.~ 3 _
m—Kﬂdedydz—K 3a 7T=>K—4a3n_.

YBohemwmem chepHux KoopauHaTa 1001jaMo

3m _ _
Iy = jj] (x% + y*)p(x,y,z)dxdydz = - jjj r2sin2g - r2sinpdrdfde =
T 4a’m ) )+
om zndQJn in®pd j“ *d sm 2 4 a> 3m 8a’m 2a*m
— D —_— —_— — . — .D
4a37T . ; sin“@dg , rrar i T 3T yP— -
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