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6. AHTEI'PALIUJA ®YHKIIUJA KOMIIVIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

6.1. UHTEI'PAJ1 ®YHKIHUJE KOMIIVIEKCHE IIPOM]JEH/bUBE

Heka je C rinatka kpuBa y Z — paBHU MPEACTaBIbEHA Y OOJIUKY

z(t) = x(0) + iy (1),

a<t<b (6.1)

u Heka je f(z) nenpexkuaHa pyHKIMja AeUHICaHA Y HEKO) 00JIacTH Z —paBHHU Koja caapxku C.

Cnuka 6.1

[Toaujenumo VHTEpBal a<t<b
TayKama

a=ty<t;<t;<--<t,=h.

OBoj moxjenu wuHTEpBaga a<t<bh
oJiroBapa mnojjena kpuse C Tauykama

20,21, Zp,y ey Zn = 4,

raje je zp = z(ty), k = 0,1,2,...n, Ciuka
6.1.



6.1. UHTEI'PAJI ®YHKIU]E KOMIIJIEKCHE I[TPOM]JEH/bHWBE

I/I3a6epI/IMO Ha CBAKOM I[I/Ije.]'[y KpHBE C I/I3Meby Tadyaka Zy_q U Zj IPOU3BOJbHY TAYKy fk = Z(Tk),
tk—l < Tk < tk, k = 1,2, N

DopMUpPajMO UHTETPAIHY CYMY
n
Sn = Z f(&x)Azy (6.2)
k=1

raje je Az, = z, — Zi_1, k = 1,2, ...n. O3Ha4nMO:

A= max [Az].
k=1,2,.n

HMedununuja 6.1. Axo He3aBUCHO 0J1 U300pa Tavaka &, k = 1,2, ...n, 1OCTOju TpaHUYHA BPU]ETHOCT
HH3a HHTErpaaHux cyma {S,} kax A — 0, Ta rpaHMdYHa BPHjeIHOCT CE€ Ha3MBa MHTErpaj (QpyHKIHje
f (z) o opujentucanoj kpuBoj C 1 03Ha4aBa ca

j f(2)dz. (6.3)
c



6.1. UHTEI'PAJI ®YHKIU]E KOMIIJIEKCHE I[TPOM]JEH/bHWBE

N3 nepununuje 6.1 cimjene cibeache ocooune unterpaia pyukumje f(z):

1. Nurterpan nuHeapHe komOuHaIje PyHKIM]a je TMHeapHa KOMOWHAIM]a UHTeTpaa, Tj.

f(af(z) + Bg(2))dz = a jf(z)dz + jg(z)dz, a, B € C.
C C C
2. Axo ce mpoMHjeHHU opHjeHTaIr]ja kpuBe C, MUjeHha CE 3HaK UHTErpaa, Tj.

sz(z)dz = — fzzof(z)dz

IpU Y€MYy C€ Yy MHTErpaly Ha JIUj€BOj CTpaHU MHTErpalyja Bpiy no nytamu C o1 zg 10 Z,a'y
MHTETpajly Ha JIECHO] CTpaHu 1o nmytawu C o1 Z 10 Z,.

3. Axo je kpuBa C noaujesbeHa Ha fBHje KpuBe C; U Cy, Tana je

jf(Z)dZ = | f(2)dz+ | f(z)dz.
C C,

Cq



6.1. UHTEI'PAJI ®YHKIU]E KOMIIJIEKCHE I[TPOM]JEH/bHWBE

Axo pykuujy f(z) y unrerpany (6.3) npeactaBUMO moMohy HEHOT PeaaTHOr ¥ KMAarHHAPHOT JIHjela,
1j. y 00muky f(z) = u(x,y) + iv(x,y), onma nooujamo Gopmyiy

jf(z)dz = j(u +iv)(dx +idy) = judx —vdy + ijvdx + udy. (6.4)
c C C c

N3 dopmyne (6.4) mobmjamo ja ce padyyHame HMHTErpaja KOMILUIEeKCHe (PYHKIHje CBOAH Ha
pauyyHame KPUBOJMHHMjCKHX HMHTerpajia Jpyre BpCTe, a THMe M Ha padyyHame ojJpeheHux
HHTerpaJa.

N3 (6.4) u xopuctehu penpesentaiujy kpuse (6.1) nodujamo

ff(z)dz= judx—vdy+ijvdx+udy =
bC Cc Cc
| (w0, y@)x' @ = v(x@,y©)y'©) de +
b b
[ (pE@yO© - uEx0.y©0)'©) d = | 10) O,

Tj. GOpMyJly KOJOM C€ MHTETpasl KOMIUJIEKCHE (PYyHKIIMje CBOAM Ha OJipeheHr uHTerpai:

b
[r@as = [ 1w)@a (6.5)
C a



6.1. UHTEI'PAJI ®YHKIU]E KOMIIJIEKCHE I[TPOM]JEH/bHWBE

Hpumjep 6.1. M3pauynatu uHTerpa

f dz cN
C(Z—a)n’n )

raje je C Kpy>XKHuIIa ca [IEHTPOM y Ta4KU A U MOJyIpPEeYHUKA 7.

Pjewemwe: |z—a| =1 =z =a+re',0 <t < 2m. Kopucrehu dpopmyiny (6.5) nodujamo

: 2T
f dz = nl—1f (1=t gy
c(z—a) T 0

Paznukyjemo cinyuajee n = 1 un # 1. 3an = 1 nobujamo

dZ 2T
jé =i dt = 2mi,
cZ—a 0

IIOK 3a n # 1 umamo

1 27

dz _
jéc(z —a)® r*1(1—n) ¢

0

Jlakne,
2ni,n=1

On#1

(- 2T =

(6.6)



6.2. KOLIIMJEBA UHTEI'PAJIHA TEOPEMA

KomujeBa > mHTerpajiHa TeopeMa je jeaH o] HAjBaKHHjHX pe3y.ITaTa y Teopuju GyHKumja
KOMILJIEKCHE MPOMjeH/bUBE.

VY 0B0j TeopeMu mocMaTpajy ce PyHKIM]je KOje€ Cy aHATUTHUKE Y J€JHOCTPYKO MOBE3aHO] 00JIacTH, I1a
YBOJMMO I10jaM JeTHOCTPYKO IMOBE3aHe 00JIacTH.

HNedbununmja 6.2. Kaxxemo ga je obrmact D u3 KOMIUIEKCHE PaBHH je[IHOCTPYKO NMOBe€3aHa aKo

YHYTPAIIlOCT CBAaKe KOHTYpe Koja Jiexu y D umHe camo Tauke obsactu D.OOnact koja HHje
JEHOCTPYKO MOBE3aHa Ha3MBa C€ BUIIECTPYKO MOBe3aHa 00J1acT.

JenHocTaBHa 3aTBOpeHa KpUBa (KOHTYpa) KOja JIekKHU y paBHU 0OMYHO ce Ha3nBa 7ZKopIaHOBa KpPUBA.

Teopema 6.1. (Komm) Ako je pyHKIIHMja f aHATUTHUYKA y JETHOCTPYKO TTOBE3aHO] obmactu D u ako
HEH U3BOJI HeNpekuaaH Ha D, Tana 3a cBaky KoHTypy C u3 D Bpujenu

fﬁcf(z)dz = 0.

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), ¢ppaHmycku MaTeMaTHiap



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

Hoxas: Tlowrro je u3Bog GpyHKUHje [ HEMPEKHUIAH, TO 3HAYM Ja CY HEMPEKUIHH U IIPBY MapLUjaIHu

U3BOAM QYHKIIM]a U U V, TIa MOXKEMO IIPUMHUjCHUTH [ pHHOBY TeOpEeMy Ha KPUBOJIUHU]CKE UHTETpaie
y (6.4).

JHobujamo

%f(z)dz = fudx—vdy+ Lfvdx+udy =

ff v audd +f au av q (6.7)
ox y xay Tt ox y dxdy. '

[Tomro je u3 Komu-PumanoBux ycioBa

Ju O0v Ju ov
= %1 = — —

dx Jdy ady dx

u3 (6.7) nobujamo

jLCf(Z)dZ =0

Y TeopeMa je JokaszaHa. O



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

IIpernocTraBka na je u3Boa GyHKIMje HENMPEKWIAH Ce MOKe M30CTABUTH, 11TO je 1900. rogune
nokazao I'ypca 3. Taj moka3 je CIOKEHUjH IIa Ta M30CTaB/baMo. Bpujenm cbencha Kommujesa
HHTerpajHa TeopeMa Koja ce 30Be 1 Komu-I'ypcaoBa Teopema.

Teopema 6.2. (KommujeBa uHTEerpajHa TeopeMa) Axo je pyHKIMja f aHATUTHYKA Y JETHOCTPYKO
noBe3aHoj obiactu D, Tajga 3a cBaky KoHTYpy C u3 D Bpujeau

ff(z)dz = 0. (6.8)
c

Ipumjep 6.2. Oynkuuje e, cosz, sinz, z" cy nyujene QyHKIH]e, 1M1a 3a CBaKy KOHTYPY U3 KOMITJICKCHE
paBHU BpHjeaU

fezdz =0, choszdz =0, jLsinzdz =0, jéz”dz =0.0
C C C C

3 Eduard Goursat (1858-1936), ¢ppaHirycku MaremaTuyap



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

IIpumjep 6.3. Tlomro je hyHkiMja

f(2) =

coSZ
s
aHaIMTHYKa y obiactu D: |z| < ~» HMaMo

7€ 1
¢ COSZ

dz=0

raje je C jequHuyHa KpyXHuua. O

IIpumjep 6.4. Ilpema dhopmynu (6.6) u3 Ilpumjepa 6.1 3a n = 2 gobujamo na je

1
LZ—ZdZ=O,

raje je C jenuanyHa Kpyxxuuia. OBaj pe3yaTar HUje nocsbeauia Kommjese nuTerpaiue Teopeme jep
dyHK1Mja
1
f(2) = 22
HUje aHanuTuukay z = 0.

Jakiie, ycaioB aHAIMTUYHOCTH GyHKIHUje HUje moTpedaH Beh camMo 1oBo/baH na OM MHTErpaJ
(pyHKIH]e 110 NPOU3BO/bHOj KOHTYPH Y jeTHOCTPYKO MOBE3aHOj 00J1aCTH 0MO jeAHAK HYJIU. O

10



6.2. KOIIWJEBA UHTET'PAJIHA TEOPEMA

N3 KomujeBe uHTETrpagHe TeopeMe 1001jaMo BaKHY MOCIbEIUILY KOja c€ OJHOCH HAa HE3aBUCHOCT
HHTerpajia aHaJuTHuYKe (PyHKIHUje 01 MyTalbe HHTerpaumje y jeJHOCTPYKO IOBE3aH0] 00JIaCTH.

Axo nogujenumo KpuBy C Taukama zZq U Z, Ha

Z,
2
xpuse C;" n C, (Cnuka 6.2), u3 popmyie (6.8)
C, C, n1001jamMo
. f(2)dz+ | f(z)dz = 0.
C‘ CI C1* Cy
AKO NPOMHjEHUMO OpHjeHTalMjy Kpuse C;  H
z, z, ca (; 03HAYUMO HOBY IyTamwy, 100H]jaMo

Ciuxa 6.2 f(Z)dZ = f(Z) dz.
Cq Cy

HpeMa TOMC, 1O0Ka3aJInu CMO CJT:GI[Chy ImocjpbCcaunIy.

IMocbenuna 6.1. Axo je pyukuuja f(z) aHaaTuTHYKA Y jeTHOCTPYKO MOBE3aHO0j obmactu D U ako cy
C; u C, npou3BOJbHE KpUBE U3 001acTtu D KOje uMajy 3ajeJHUUKE KPAjHhEe TaUKe Z1 U Z,, Tala BaXU

f(2)dz=| f(z2)dz = jzzf(z)dz.4 (6.81)
C1 ) 2

* ®opmyna (6.81) Bpujenu u y ciyuajy kaga kpuse C; u C, UMajy BULIE 3aj€THAYKUX TAUAKA.

11



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

Jlakie, MHTEerpaJ aHajJuTuyke (QyHKHIHUje y jeJHOCTPYKO NOBE3aHOj 00/1aCTHM He 3aBHCH O]
NMyTame K0ja crnaja Kpajmbe Tauke Beh camo 10 KpajlbuX Tauaka zZ; U Z,, 1a ra MOXEMO MMUCATH Y
00JIUKY

fzzf(z) dz.

Z1

Opnane nodujamo aa 3a GUKCUpaHy TauKy Z, U3 o0jacTu D, uHTerpa
VA
| r@ae=r@ (6.8)
Zo

neunnme Gyakuujy F(z),z € D.

12



6.2. KOIIWJEBA UHTET'PAJIHA TEOPEMA

KommujeBa vHTErpa/jiHa TEOpeMa BpPUjeaH U y CJIyUYajy aKko je kKoHTypa C rpanuna odjgactu D.

Teopema 6.3. Heka je D orpanwdeHa jeTHOCTPYKO IOBe3aHa oO0JacT W Heka je (yHkiuja f
aHanuTuuka y D v Henpexuana Ha D = D U C, raje je C rpanuna obnactu D. Tana je

ff(z)dz = 0.0
c

Takolhe, KomnjeBa uHTerpajna reopeMa Bpujeau 1 'y ciayuajy kaaa je D puniecTpyko nose3aHa
o0J1acT.

Teopema 6.4. Heka C rpanHuna BUIIECTPYKO NoBe3aHe obOmactu D cactoju oa koHType (p H

MehycoOHO aucjyHKTHUX KOHTypa (j, ..., C,, KOoje ce Hana3ze y YHYTpalmboCcTH KOHType (. AKO je
(ynkuuja f ananmuruuka y D u Henpekugaa na D = D U C, tana je

_ \ _ (6.9)
-?gcf(z)dz = iof(z)dz + ;Z:l [z =0

npu yemy cy koHtype Cy, Cy, ..., C,, OpHUJEHTUCAHE TaKO Ja KpeTambeM Mo OWJIO KOjO] O]l lbHX TauKe
obnactu D ocTajy ca JinjeBe CTpaHe.

13



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

Jlokaz: On BUILIECTPYKO IMOBe3aHe obyactu D
MOKEMO ,,pe30BHMA"* Z':, Z‘;, ) Z‘; HAIIPABUTHU
JeIHOCTPYKO ToOBe3aHy obiact D™  ugmjy
rpaauily C* uwune koHtype Cy,Cy,...,C, U

pe3osu Cq, Cy, ..., C, (ciuka 6.3).

[Ipumjewyjyhu Teopemy 6.5 3a jemHOCTPYKO
noBe3any obsact D* ca rpanuiioMm C* mobujamo

Cnuka 6.3.

f(2)dz=0,j=12,..,n (6.10)
C*

[TomTo ce uHTErpasu 1o ,,pe30BUMa‘ aHyJIMpajy 300T CynpoTHe opujeHTanuje, u3 (6.10) modbujamo

)z = jﬁc f(2)dz = 756 Of(z)dz + kZl Ckf(z)dz —0

Tj. hopmyay (6.9). O

14



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

AKO NMPOMH]JEHUMO OpHjeHTaIU]y KoHTypa Cj, ..., C,, oH1a u3 gpopmyse (6.9) nodbujamo

Cof(z)dz = ; Ckf(z)dz (6.11)

npu yemy cy cBe kKourype Cy, Cy, ..., C;, OpHjeHTHUCAHE Y CM]jepy CYIPOTHOM KpETamy Ka3aJbKe Ha caTy.

CrnenyjaiHo, y ciy4dajy IBOCTPYKO moBe3ane obiactu gopmyina (6.11) moctaje

f(2)dz = ¢ f(z)dz (6.111)
Co Cy

Kopucrehu (6.111) u3 (6.6) modbujamo

raje je C npou3BoJbHA KOHTYpa YHYTap KOj€ Ce Hajla3H Tadyka d.

2mi,n = 1
{ T (6.112)

On#1

15



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

IIpumjep 6.5. M3pauyHatu uHTErpan

’ Z

fﬁ z d_lff 1d+1% iy
cz?+1 Z_Zcz—i ‘ 2] z+1i “

a) Ako je C kpyxuuna |z + i| = 1, tana je pyHnkiuja ﬁ aHamuTHYKa y obnactu |z + i < 1, ma je

Pjewerne: Imamo

Ha ocHOBY KormjeBe HHTerpagHe Teopeme

1
% -dz = 0.
lz+i|=1Z — L

| : . .
OyHKIH]a — HHJe aHAMTHYKA Y Tauka Z = —I KOJa C€ Hajla3n yHyTap KOHType |lz+i| =1, mace

Ha MHTETpaj He Moke mpumujeantr KomjeBa naTerpanHa reopema. M3 (6.6) mobumjamo na je

1
% -dz = 2mi.
|z+i|=1% +1

IIpema Tome,

A
dz = mi.
ﬁz+i|=1z2 +1

16



6.2. KOILIMJEBA UHTEI'PAJTHA TEOPEMA

0) IMomro ce 00e Tauke z = *i y kojuma pyukuuja f(z) = HUje aHAJINTHYKA Haja3e YHyTap

z2+1
KOHTYpe |z| = 2, npumjemyjyhu pesynrat u3 (6.6) modujamo

A 1 1 1 1
jg dz=—f dz+—f dz = i + i = 2mi.
I I I

17



6.3. KOLIUJEBA UHTETPAJIHA ®OPMYJIA

N3 Komujese uHTErpajiHe TeopeMe CAHjead jeAHA O HajBaKHUjUX (opmysia KOMILIEKCHE
a”Hayuse - Komujesa unrerpajina gpopmy.a.

Teopema 6.5. Heka je pyHKIMja f aHaIMTHYKA y JETHOCTPYKO TMOBe3aHO] obmactu D u Heka je C
MIPOM3BOJbHA KOHTYpa M3 T€ 00JIaCTH OpHjeHTHCAaHA CYMPOTHO KpeTamy Ka3aJbke Ha caTy. Tama 3a
CBaKy TauKy a Koja ce Haja3u yHyTap koHtype C Baxxu KomujeBa uHTerpaisa gpopmyJia

f(z ) (6.12)

2mi Cz—a

fla) =

Jloxaz: Imamo

f(2) dy — f(Z)_f(a)dz+
cZ—a c zZ—a
U3 (6.11,) je
f dz _
= 21l
cZ—a

na je

6.13
Zf(_Zzl 7gf(Z) f@ + 2mif (@) (6.13)



6.3. KOIIHUJEBA UHTEI'PAJIHA ®OPMYJIA

[Tokaxxumo cajna z1a je

[@-f@  _

0.

Heka je K kpyXHHUIla MOJYNPEYHUKA 7 Ca IIEHTPOM y TaUYKU 4 OPHUJEHTUCAHA CYIPOTHO KpETamy
Ka3aJbKe Ha CaTy U HEKa Ce Halla3u y YHYTPAIIKHOCTH KOHTYpe C. DyHKIHU]a

f(2) - f(a)

Z—a

je aHaIMTHYKa Y CBUM Tauykama objactd D ocuM y Tayku 4, Na j€ OHa aHAJIMWTHUYKA y JBOCTPYKO

MOBE3aHO0] 00JIACTH OTPaHUYEHO] KOHTYpoM C M KpyKXHHUIIOM K, W HENpEeKHJHA je Ha TPaHUIld Te
o0J1acTu.

[Tpema KommjeBoj naTerpantoj reopemu u popmynu (6.111) 3a 1BoCTpyKO ToBe3aHe 00J1aCTH TMaMO

f@-f@,  _(f@-f@

(6.14)

®dynknuja f(z) je aHaIMTHYKA T1a je U HEIPEKKIHA, U 3a cBako € > 0 moctoju § > 0 Tako 1a je

|f(z) — f(a)| < & 3acBe z3akojeje |z—al <§.

19



6.3. KOIIHUJEBA UHTEI'PAJIHA ®OPMYJIA

Ako je K xpy>XHHUIIA YHjH j€ TTOYIIPEYHUK 1" MamkH 0] §, TajJa 3a CBaKy TauKy KpykHuIle K Bpujenu

f(2) - f(a)

Z—a

&
< -
r

na je
f(Z)—f(a)d
z

€ £
S—f}édz=—-2r7t=27t£.
rJg r

OpnaBae nmobujamo gﬁK@dz = 0. Cama u3 (6.14) u (6.13) gobujamo (6.12) u Teopema je

a
JTO0Ka3zaHa. O

IIpumjep 6.6. Mzpauynatu

rajeje C:|z| = 3/2.

Pjewerve: ®yHknmja tgz je anaauTuuka y odnactu |z| < m/2 na ce Mmoxke npumujeHutn Komujesa
uHTerpaiHa ¢popmyia 3a Koutypy |z| = 3/2. Umamo

jé 2 d 13€ 2 d 17€ 2 d 12 itgl 12 itg(—1) = 2mitgl
=5 -5 =3 - —1) = .O
21T 2 =1 T 21 T 2 T e Ty

20



6.3. KOIIHUJEBA UHTEI'PAJIHA ®OPMYJIA

KomujeBa narerpaana ¢gopmyJia Bpujean U 3a BULIECTPYKO MMOBe3aHe 00JIaCTH.

Hexka je aHip. D ABOCTpyKO moBe3aHa 00JIacT Y]y I'paHUIly YuHE KOHTYpe C; ¥ C, OpHjeHTHCAHE TaKO
7a KpeTameM IO CBaKOj O]l HBUX Tauke oOiactu D ocrtajy ca aujeBe cTpaHe. Ako je dyHKumja f
ananuTuuka y D v Henpexuana Ha D = D U C; U C,, Taza 3a cBaky Tauky a u3 D Bpujenu

1 1 14
fI@, 1 e, (6.14)
2niJg, z—a 2mi Jo,Zz — a

fla) =

21



6.4. U3BOAH AHAJIMTUYKUX ®YHKIIU]A

Cmeneha Teopema npenctaBiba yornitewe Kommjese uaterpaine popmysie U u3pakaBa UnkhCHUILY
7a je WU3BOJ aHanuTHUKe (QyHKIMje Takohe aHamuThyka (PYHKIMja, OJHOCHO Ja AHAJIMTHYKA
(GyHKIHja uMa U3BO/ie MPOM3BOJ/BLHOT peaa, Te naje hopMyily 3a BUXoBo ojpehuBame. Teopema ce
MOJKE JIOKa3aTH MaTeMaTHIKOM WHIYKIIMjOM H JI0Ka3 HE HaBOJIMMO.

Teopema 6.6. Axo je dyHkMja f aHanuTUYKa y oOnactu D, Tana oHa ©Ma U3BOJIE MPOU3BOJLHOT pea
KOJU cy aHanuthuke pyHkuuje y D. BpujenHoctu Tux U3B0Ja y Mpou3BOJbHO] Tauku a € D oapelyjy
ce moMmohy dopmyiie

f(a) = z n=12,

(Z — a)n+1 ’

n! jé f(2) (6.15)
Cc

raje je C koHTypa u3 obnactu D opujeHTHCaHa CyIPOTHO KpeTamy Ka3ajbKe Ha caTy, YHyTap Koje ce
HaJa3¥u Tadyka Zz = d. O



6.4. U3BOJIM AHAJTMTUYKHUX OYHKIHJA

Ipumjep 6.7. M3pauyHatu
z3 + sinz
fc—(z BT dz
rgeje C:lz—i] = 1.

Pjewerve: ®yuxumja f(z) = z3 + sinz je uujena GpyHKIHUja Na ce HA MHTErpad MOXKe IPUMU]jEHUTH
dbopmyina (6.15) 3a n = 2. Bpujeau

z3 + sinz 21l o
760 G 42 =5 @+ sind)"|,= = n(sh1 - 6)

23



6.5. IPUMHUTHUBHA ®YHKIINJA U UHTET'PAJI

Hepunuumja 6.3. Kaxkemo n1a je hynkuuja F(z) npumutuBHa pyHkuuja pyukuuje f(z) y obractu
D akojes3az €D

F'(2) = f(2).

Vxomuko je F(z) npumutuBHa pyukiuja ¢yukuuje f(z), onna je u byukumja F(z) + ¢, taje je ¢
POM3BOJbHA KOHCTaHTa, Takol)e mpumuTHBHA GyHKIHja pyHKmje f(2).

O0pHyTO, YKOIHKO Cy F; (2) u F,(z) npumutuBHe Qyukimje pyukuuje f(z) y obmactu D, Taga je
F1(z) = F2(2) = c.
3aucra, axo je F(z) = F,(z) — F,(z) = u + iv, 3az € D umamo

F'(z) = F'(2) - F,'(z2) = f(2) - f(2) = 0.

OpnaBae nobujamo
F,()_aqu,av_OAF,()_av _au_o
“ = ox Lax_ Z_ay lay_
na je
6u_6v_6u_6v_0
dx odx dJy O0Jy

[Tpema Tome qobujaMo taje U = c; UV = Cy, 7). F(2) = ¢; + ic, = c.



6.5. [PUMHUTHUBHA ®YHKIHJA U UHTEI'PAJI

Cana HaBOJIMMO TeOopeMy Koja /aje Be3y udMel)y npumutuBHe pyHKUMje U uHTerpaga. Bugjenu
CMO Ja MHTerpaj aHaJTuTUIKe (PYHKIIH]E Y JeTHOCTPYKO TTOBE3aHO0] 00JIACTH 3aBHUCH CaMO O] KpajibuX
Tayaka KpHBE U Ja 3a PUKCUpaHy TauKy Z, UHTETpal

d(2) = f Zf(t)dt. (6.151)

nedunuie byHxiujy ¢ (z) (Bugjeru (6.82)).

Teopema 6./. Heka je pynkumja f HenpekuaHa y odjsactu D U Heka uHTerpaia QyHKIHU]je HE 3aBUCU
O]l IyTark-¢ MHTErpalyje koja iexu y D, Beh camo o kpajmux Tayaka. Tana je dynkuuja ¢ u3 (6.151)
aHanutuukay D u3az € D Bpujenu

¢'(2) = f(2).O

[TomTo MHTErpan aHAIUTUYKE PYHKIIN]E Y JeAHOCTPYKO MOBE3aHO] OOJIACTH 3aBUCHU CaMO O] KpajHhUX
Tayaka Kpuse, U3 Teopeme 6.7/ HEMOCpeaHo CIUje/u:

Teopema 6.8. Axo je pyukumja f(z) anaaurruka QyHKIIMjA y jJeAHOCTPYKO MOBe3aHO] obmacT D,
OHJIa OHA MMa MPUMUTUBHY (QYHKIIU]Y y TOJ obsnactu. O
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6.5. [PUMWUTHUBHA ®YHKIHUJA U UHTEI'PAJI

[TpumuTuBHa hyuknuja pyakmmje f Ha D je dynkumja (6.151). 3ato je

d(2) = jzf(t)dt =F(2)+c (6.15,)

npu uemy je F(z) npousBosbHa npumuTHBHa (QyHKIHja Gyskimje f. CraBmpajyhu y (6.15;) z = z,
nobujamo ¢ = —F (z,) na popmyia (6.152) mocraje

$(2) = f F(Ddt = F(2) — F(zo) (6.155)

®opmyna (6.153) je npomnpeme byTn-JIajonnnoBe ¢gopmyJie U3 peaiHe aHATW3E HA UHTETpalie
GyHKIIHM]e KOMITJIEKCHE TIPOM]jCHIbUBE.

Ipumjep 6.8. M3pauyHaTu MHTErpaI f01+izzdz.

Pjewerve: Kopunthemem popmysie (6.153)m00mjamo

141 ) 23
z°dz = —
0 3

t_a+np 2 2
-3 373"

0
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6.5. [PUMHUTHUBHA ®YHKIHJA U UHTEI'PAJI

Cana MmokeMo J0Ka3aTu Joka3zath 00pHyTO TBphemwe y KommjeBoj unTerpannoj reopemu.

Teopema 6.9. (Mopepuna Teopema °) Axo je pyHkiuja f (z) HenpekuaHa y jeJHOCTPYKO MOBE3AHO]
obmactu D u ako je

7€ f(z2)dz=0
C
10 CBaKoj 3aTBopeHoj mytamu C u3 D, tana je hpyukuuja f(z) anamutruka y D.

okasz: VI3 npetnocTaBke Jia je MHTerpai (pyHKIuje jeIHaK HyJIU N0 CBAKOj 3aTBOPEHO] nmyTamu C U3
D, nob6wuja ce na uHTerpai GyHKIM]je HE 3aBUCH O]l MyTamke HHTErpalidje Beh camMmo o/1 KpajihUX Tavaka.

Tanma je Ha ocHoBy Teopeme 6.7 dyHkimja ¢(z) = fZZO f(t)dt amamurnuka u Bpujenu ¢'(z) =

f (z).Tlomro je Ha ocHOBY TeopeMe 6.6 u3Box aHaTUTHYKE QYHKIIHMje Takol)e aHaaIuTHYIKa (QYHKIIH]a,
no6ujamo 1a je f(z) anaaurnuka 'y D. O

® Giacinto Morera (1856-1909), uranujancku MmaTemaTu4ap
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6.5. [PUMHUTHUBHA ®YHKIHJA U UHTEI'PAJI

[Tomohy Teopeme 6.6 noka3yjemo Beoma 3HauajHy KommjeBy HejemHakocT. Ako y popmynu (6.15)
3a KOHTYpY C u3zabepeMo KpykHHIY |z — a| = r u npernoctaBumo 1aje |f(z)| < M na C, nodujamo

n! f(2) n! M
|f(n)(a)| = o £(Z — )+l dz| < 2 rntl 2rm
oaHocHO KoumjeBy HejeqHAKOCT
n!M
If ™ (a)| = —  n=12. (6.16)

[Tomohy Kommjese Hejeanakoctu aokasyjemo Jinysuiosy © Teopemy.

Teopema 6.10. (JIuyBuiioBa Teopema) Ako je nujena (QyHkuuja f orpaHuyeHa, OHJIa j€ OHa
KOHCTaHTHA.

Hoxkas: Tlomrro je f orpanndena mocroju KoHcranta M takBa 1a je |f(z)| < M 3a cako z. 3a nujeny
dbynkiujy Baxku Komrjera Hejeguakoct (6.16) na je

M
'@ ==

3a cBako z u cBako r > 0. OmaBae nodujamo aa je f'(z) = 0 ma je f(z) = const. O

® Joseph Liouville (1809-1882), ¢ppanirycku Matemariyap
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6.6. TEJJIOPOB PE]]

IToka3zahemo 1a ce cBaka aHaJUTHYKA (PYHKIUja MoKe nipeactaBuTu nomohy Tejioposor peaa
KOjM UMa MCTHU O00JIMK Ka0 Y peajiHOj aHAJU3H, C TUM /12 je peajiHAa IPOMjEeH/bUBA X 3aMHjeHheHa
KOMILICKCHOM IPOMjE€H/bUBOM Z.

Teopema 6.11. (TejiopoBa Teopema) Ako je dyHkuuja f aHanuTHuka y obiactu D, oHaa ce oHa
MO’KE TIPEJICTAaBUTH ITOMONY CTENEeHOT pela ca MEHTPOM y IIPOU3BOJbHO] TaukK a u3 D obnrka

(0]

(n)
f(z) = Z /() (z—a)™ (6.17)

nl

n=0

Pa3Boj dyukuuje (6.17) Bpujeau y OTBOPEHOM Kpyry HajBeher nojqynpedyHuKa ca HEeHTPOM y TauKu d
Koju Jiexku y D.

Hokas: Heka je |z — a| < R orBopeHHu KpyT HajBeher monynpevHnka ca IICHTPOM Y TAYKH A KOJU JICKH
y D u Heka je z mpou3BoJbHA Tauka TOr kpyra. @yHkuuja f je aHanmuThyka y obmactu D ma je
aHATUTHYKA U Yy KpyTy |z — a| < R. [Ipema KomujeBoj unterpaintoj hopmyiu (6.12) Tana je

o =—§ L9 4 (6.18)

2ni Jot— 2z

raje je C xpyxHuna |t — al| = r,r < R opujeHTHCaHa CYIPOTHO KpeTamky Ka3ajbKe Ha caTy y KO0joj
Ce Haja3u Tayka Z.



6.6. TEJJIOPOB PE/]

[To3Hato je 1a je cyma reOMEeTPHjCKOT pelia jeTHaKa

1
1+q+q2+---+qn+“‘=m,q$1

n 1a je CyMa IIpBHUX N 4JIaHOBA FeOMeTpI/IjCKOF HHU3a
1 — qn+1 1 qn+1

1+q+q2+...+qn= 1_q =1_q_1_q,q:’t1.

N3 0BUX jeTHAKOCTU TOOH]MO

1 n+1
——=1+q+qg*+--+q"+ ,q # 1.
1—g qTq q 1-4'1
OpnaBne modujamo
1 1 1 1 1 B
t—z t—aq t—ata-—z t—q 1_Z-a°
t—a t—a
, . (Z_a)n+1
Z—a (Z—a Z—a ——
1+ + +ot (——) + =
t—a t—a (t—a) (t_a) 1_§—a
—a

TJ.
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6.6. TE]JJIOPOB PE/l

1 1 zZ—a z—a)? z—a)® 1 ,z—a\n*1
__t Gt N il (=™ (6.19)
t—z t—a (t—a)*? (t—a)3 (t—a)™1l t—z\t—a

Cama u3 (6.18) u (6.19) nobujamo

1l rf®, 1 f® z-af f@®
f&) = 211 Ct—zdt - 2mi Ct—a+ 21l i(t_a)zdt'F
(z — a)? f(®) (z—a)” f(t) (6.20)
2mi Jo (t—a)? detot 2 Jo (t —a)™H! At + e (2)

raje je

(=™t f(@)
Rn+1(Z) = ot ﬁ( dt

t—a)"1i(t—2)
[Tpumjewyjyhu KommjeBy unrerpanny gopmyiy (6.15) uz (6.20) nodujamo

f'(a) f"(a)

(n)
f@=f@+— G-+, (Z_a)2_|_..._|_f n!(a)(z—a)"+Rn+1(Z)- (6.21)

[TomTo aHanmuTHYKa (yHKIMja MMa M3BOJI€ MPOM3BOJHHOT peaa, opoj n y (6.21) je mpousBosbaH
npupoaaH 0poj.

. f@) . :
[Mokaxkumo cama ga R,.1(z) - 0 (n » o). ®dyskImja g je aHamuTHyka Ha C Ta je OHA M

orpannueHa Ha C. [Toctoju koHcTaHTa K TakBa /1a je 3a cBe t ca C
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6.6. TE]JJIOPOB PE/

f (@) <K
t—z
Cana je
|z — a|™** f(@®)
R < dt| <
| n+1(Z)| 27_[ C(t—a)n+1(t—Z)
z — a|™**1 t z—a|l" K z — aqnt1
2 a 39 f(+1) ar <2 A ff;dt=1<r| |
2T cl@t—a)i(t —2z) 2T rntl J. r

[TomTo ce Haya3m y Kpyry |t — a| = r nobujamo |z — a| < r 1j.

Z — a
| |<1.
T

Onasae nobujamo 1a Ry, 1(z) - 0 (n - o). Caga u3 (6.21) 3a n — oo gobujamo (6.17) u Teopema je

JT0Ka3aHa. O
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6.6. TE]JJIOPOB PE/l

Axo je a = 0, Taga ce crenenu pen (6.17) HazuBa MakJ10peHOB pe/l.

Jlako ce mokasyje ja cy Mak/IopeHOBH pPed0BH HEKHX ejeMeHTapHuX (yHKIHMja MCTH Kao y
peajiHOj aHAJU3M, NPM 4YeMYy je peajHAa INPOMjeH/bUBA X 3aMHjeHhb€HAa KOMILIEKCHOM
NMPOMjeH/bUBOM Z.

» 3a ¢ysxuujy f(z) =1—iZ je fMW(2) = (1_:)!n+1, na je MakmopeHoB pen dyukiuje f(z)
T€OMETPH|CKH PEJI
1

1—2z

(00

=Y m=l4z42 40+ (2l <D (6.22)

n=0

[Tomro ¢yukumja f(z) HUje aHaTUTHYKAa y Taykd Z = 1, OTBOpeHH Kpyr HajBeher
HOJYIPEYHUKA ca IICHTPOM y Tauku Z = 0 y KoM je GhyHKIHja aHaauTHuka je kpyr | z| < 1, ma
pa3Boj (6.22) Bpujean y TOM KpyTYy.

= 3a dynximjy f(2) = e? je f™(z) = e?, na je Maknoperos pey pyukuuje f(z)
y JY

=, 72
e? = —_—=14+z4+—+--- (6221)
nl 2!
n=0

[Tomto je dhyukimja f(z) mujena, pa3soj (6.221) BpHujeau 3a CBeE Z.
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6.6. TEJJIOPOB PE/]

= [lomohy pa3Boja (6.221) u neduHUIMje TPUTOHOMETPHUJCKUX M XHIICPOOIHUKHX (YHKIIH]a,
no6ujaMo

(0]

421 42 4
— n _ . i (6.222)
coSsz z( 1) 2] =1 T +4|
n=0
© Z2n-1 23 55 Z2n—1
mz= S (cn-tf L, E P L P 6.22
sinz Z( ) an-1D) z +5' 4 (—1) (2n—1)!+ (6.225)
n=
i 2n
— =1 - 4 1"
chz = Z(Zn)' +2|+4l+ DTt

Z3 ZS ZZn—l

ShZ_Z(ZTL—l)'_Z-I__—*_E-l_ +m+

= 3a pyuxumjy f(z) = Ln(1 + 2) je f™(2) = (-1)* ! (n 1))n, 1a je MaknopeHoB pex GyHKIuje
f(2)

ZZ 3

Ln(1 + 2) = z(—nn-l%: z—7+%—--- (2l < 1).

OtBopeHu kpyr HajBeher mojgynpedyHuKa ca LEeHTpoM y Tadyku Zz = 0 y KoM je ¢yHKIH]ja
Ln(1 + z) ananuTnuka je kpyr | z| < 1, ma pa3Boj Bpujeau y TOM Kpyry.
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6.6. TEJJIOPOB PE/]

Ipumjep 6.9. Pazsutu Gpyukuujy f(z) = i_l y TejopoB pen y OKOJIMHOU Tauke -1.

Pjewere:

1 1 1 1

(0)e] 27’1
= = — =— )y ————(z+ D™
2z—i 2z4+2-2-—1i 2+4+i, 2(z+1) z(2+i)n+1(z )
2+ n=0

1

Pa3Boj Bpujenu 3a

2(z+ 1) 241 V5
—  l<le|z+1]< ‘—‘@|z+1| < —
2+1 2 2
. . 1—cosz?
Ipumjep 6.10. Passuru pyukimjy f(z) = —~ Y MaknopeHoB pen.

Pjewerve:
1—cosz®> 1 ) 1+Z4 28+212 1 Z4+ZS (1) an 4+ o
z4  z4 21 41 6! 21 41 6l (2n)!
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6.7. TOPAHOB PEJ

ITopen TejnopoBor peaa 3a GyHKIIM]€ KOMIUIEKCHE IMTPOMjEeHJbHBE IIOCMaTpaMo U pej 00JIMKa

(00]

2 a,(z — a)" (6.23)

n=—0oo

Koju ce Ha3uBa JlopaHoB pen. Tauka a ce Ha3uBa HEHTap a a,, cy koeduuujenTu JlopaHosor pena.
Pen (6.23) je koHBepreHTaH y TaukaMa y KOjUMa Cy KOHBEPT€HTHH PEIOBU

(00)

Z a,(z — a)" (6.24)
n=0
41
N N (6.25)
nZoo an(z—a)" = Z, Z—a)" '

Cywma pena (6.23) je jenHaka cyMu peaoBa (6.24) u (6.25).



6.7. JOPAHOB PE/

Teopema 6.12. (JlopanoBa Teopema) Axo je pyukuuja f(z) aHaIUTHUYKA y IPCTCHY

R1<|Z—a|<R2 (R120,R2S00)

OHJIa C€ OHA y TOM MPCTEHY MOKE MPEACTaBUTH MOMOhY KOHBEPT€HTHOT pea

(00]

f@= ) az-ayr (6.26)

raje je T
1 f@® (6.27)

a, = dt,

u C kpyxuuna |t —a|l = r,R; < r < R,, opujeHTHCaHa CYIPOTHO KpeTarmy Ka3a/bKe Ha cary.

Jloxa3z: Heka je z mpou3BOJbHA TaUKa U3 MPCTEHA
Rl < |Z - al < RZ
U HEKa Cy
Ci:|lt—al =m,
Cy:lt—al=mr, (R <nrp <1, <R,

KpYKHUIIE KOje PopMHpa]y KPYKHHU IPCTEH

n<|lt—al<n

Koju caapxu Tauky z (Cnuka 6.4). Cutnka 6.4
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6.7. JOPAHOB PE/

[Tpema Kommujeroj naTerpannoj popmynu (6.141) tana je

PN (IR WG

dt 6.27
2mi Jo, t —z 2mi Jo t—2z (.21

IIpU YEMY C€ MHTETpalldja BPILIH Y CMjepy CYNIPOTHOM KpeTamy Ka3aJbKe Ha cary.

Kao n y nmoka3y TejmopoBe TeopeMe 1001jamMo

1 [ r@ z 0. (z - a)" (6.27,)

2mi Jo, t —z

n=0

raje je

1 o

a, = .
too2mi ) (t—a)nt?

: . |t- : :
AKo je t mpou3BoJbHA TauKa ca KpyxHuue C;, Taaa je |ﬁ| < 1 ma pa3BojeM y reOMeTpHJCKH pell

nooujaMo

1 1 1 1 1
' t—a
—a

t—z z—q t—ata—z  z_g 1—
Z—a

Z
1 t—a t —a\? t—a\" 1 /t—a\"*?

(e R e )R
Z—a Z—a Z—a Z—a Z—t\z—a
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6.7. JOPAHOB PE/]

OnaBnae nodujamo

1 f( 1\ l
2mi Clt—zdt_ﬁZ( a)l+17€ fO(t —a)'dt + Ry (2)
raje je
_ 1 f@®t —ay**?
Rn+1(z) = 21i(z — a)n+1 .. p—— dt

CnunuHo Kao y mokasy TejimopoBe TeopeMe mokaxe ce aa R, .1(z) = 0 (n — o0) nma gobujamo

f® NG (6.275)
2mi Jo t — z P! (z —a)"

raje je
1 t
A_, = —— f()_ T dt.
2mi J¢, (t —a)

N3 (6.271), (6.272) u (6.273) nodujamo (6.26) 1 TeopemMa je J0Ka3aHa.Ol
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6.7. JOPAHOB PE/]

1
Ipumjep 6.11. Onpenntu Jlopanos pex ¢pynxumje f(z) = z%ez no crenenuma z.

Pjeweme: Kopucrehu pa3poj (6.221) nodujamo

(0.0)

R 1 11
flz) =z ZZ"n!_Z +Z+Z+3!Z+4!ZZ+-~,|Z|>O.

n=0

Ipumjep 6.12. Oapenuru Jlopanos pen dbyukumje f(z) = i 0 CTEICHUMA Z Yy 00J1acTh

a)|z| < 1,6)|z| > 1.

Pjewerse: a) Kopucrehu paspoj (6.22) 3a | z| < 1 umamo

(00}

1
f(z)=ﬁ=22"=1+z+zz+z3+~-

n=0
0)3a|z|>1je |§| < 1 ma umamo

()_1_11_5:1_211_111 _
fz_l—z_ 21_1_ Zn+l T T2 e '

40



6.8. U30/IOBAHU CUHI'YJIAPUTETHU U HYJIE AHAJINTNYKUX ®YHKIIUJA

Axo je pyuknmja f(z) aHaTUTHYKA Y CBUM Taykama Kpyra |z — a| < R ocuM y Tauku @, KaykKeMo Ja
je Tauka a M30JI0BaHa CHHIYJIApHA TayKa (M30JI0BaHU cHHTYJdapuTeT) dynkuuje f(z).

Kpyr |z — a| < R 6e3 Tauke a MOKEMO 3aIucaTH y OOJIHKY

0<|z—al <R. (6.28)

ITpema JlopanoBoj Teopemu, pyukimja f(z) Koja je aHaauTHYKa y TIpcTeHy (6.28), MOXe ce Yy TOM
MPCTEHY MPEICTaBUTH TTOMOhy KOHBEPIreHTHOT pejia

flz2) = nzoo a,(z—a)" = nz:;) a,(z —a)™ + Z o a)” (6.29)
PenoBu
fi(z) = Z a,(z—a)",|z—al <R
n=0
51

fz(z)—z( 1z = al > 0

Ha3MBajy c€ MPaBWJIHHU, OJTHOCHO IVIaBHH A0 JlopaHoBoOr pea.



6.8. U30JIOBAHU CUHTYJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIMTUYKUX OYHKLIHU]A

Pa3iiukyjeMo Tpu BpCTe CUHIYJIApUTETA.

1. Axo rnaBuu nuo JlopanoBor pena (6.29) Hema HUjeaH 4yjaH, Tj. ako je JIopaHoB pes o0auka

(00]

f@) =) anz—a)"

n=0
Ka>KEMO I[aje Ta4dkKa d OTKJIOIbUBU CUHI'YJIAPUTET.

Ipumjep 6.13. Oynkiuja
sinz

f(Z)=7

j€ aHAJTMTUYKA y CBUM TaukaMa KOMITJIEKCHE paBHU OCUM y Tauku Z = 0 y K0joj HUje HU AchUHHUCAHA,
na je Tauka z = ( M30JI0BaHA CUHTYJIapHa Tadka. JIopaHoB pea Te GpyHKIHje ca neHTpoM y z = 0 je
00JIMKa

n—-1 2 4

o) = 202 Z< _1)|_1_Z_+%_ .

[Tomwrro riaBuu auo JlopaHoBor peﬂa HEMa 4IaHOBA, 3aKJby4yyjeMoO Ja je Tauka Z = 0 OTKIOBbUBHU
CUHTYJIAPUTET.
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6.8. U30JIOBAHU CUHTYJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIMTUYKUX OYHKLIHU]A

2. Axo rnaBuu nuo JlopanoBor peaa (6.29) uma caMo KOHaAYHO MHOTO YJIAHOBA, Taja KaXXeMo J1a je
Tauka a moJ ¢pyukmuje f(z). Ako je mpu ToMme ri1aBaM auo JlopaHoBoOr peaa o0InKa

a_ a_ a_
1 4+ 2 +..._|_—m,
z—a (z—a)? (z—a)m

a_, #0
Ka)KEeMO JIa je Tauyka a MoJI peaa M. 3a 1moJji IpBOT pea KaKeMo Jia je MPOCT Mmo.l.

IIpumjep 6.14. Oynkiuja

J€ aHAJIMTUYKA Y CBUM TauykamMa KOMIUIEKCHE paBHU OCUM y Tauku Z = 0 y Kojoj HUje HU JAedUHHUCAHA,
na je tauka z = ( u3o10BaHa cuHryiapHa tadka. JlIopaHos pen te pyHkuuje ca ueHtpom y z = 0 je
o0JiKa

sinz 1w z2n-1 1 1 1 1 22
F@) =—5 = ) (D" Dt Bt
n=1

27 77 2n—1)! 26 31z* 5122 71 9l

['nmaBau auno JlopanoBor pena je

1 1 1

26 3174 51,2

na je Tauka z = 0 mos mecror peaa.
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6.8. U30JIOBAHU CUHTYJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIMTUYKUX OYHKLIHU]A

3. Axo rnaBuu auo JlopanoBor peza (6.29) nMa 6€CKOHAYHO MHOTO YJIaHOBA, TaJa KaXeMo J1a je
Tayka a eCeHIMjaJHu cuHryJapureT Gyukuuje f(z).

1
Ipumjep 6.15. ®yuxumja f(z) = z%ez uz Ilpumjepa 6.11 uma y Tauku z = 0 eceHUHUjaIHU
CUHTyJapuTeT. O

I[onamame aHanuTH4YKe (PyHKUHje Y OKOJMHAMA CHHTYJAPHUX Tadyaka 3aBHCH O] BPCTe
CHHIYyJIApHUTETA.

1. AKo je Tauka a OTKJIOWHMBH CHHTYJIApUTeT, OoHAa je lim f(z) xonauas.
zZ—a
2. AKo je Tauka a 1moJ peaa m, oujaa je lim f(z) = oo.
zZ—a

3. AKO je Tauka @ CCCHIMjaJIHU CHHTYJApUTET, oHAa He moctoju lim f(z) (HM KoHA4YaH HU
Z—a

OecKOHauvaH).
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6.8. U30JIOBAHU CUHTYJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIMTUYKUX OYHKLIHU]A

Heka je f ananutuuka y odnactu D. Tauka a € D ce Ha3uBa HyJa ¢pyukiuje f axo je f(a) = 0.

Axo je
f@=f@=f"@=+=f"Y@)=0Arf"()#0

Ka)KeMO J1a je Tauka a HyJia peaa m pyukuuje f. Hyna npBor pega ce Ha3uBa nmpocTa Hy.Ja.
Ipumjep 6.16. Oynkuuja f(z) = z? + 1 uma npocte Hyne z = +i.
dynkumja f(z) = (z2 + 4)3(z — 1) uma pocty Hyny z = 1 u Hyne tpeher pena z = +2i.

dyukuuja f(z) = sinz uma pocTe HyJ€ y Taukama z = k1, k € Z, nox pynkuuja f(z) = sin’z
MMa HyJIe Ipyror pena z = km, k € Z.0
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6.8. U30JIOBAHU CUHTYJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIMTUYKUX OYHKLIHU]A

AKo je Tauka a Hyna pena m ¢yukiuje f tana je Tejnopo pen GpyHkiMje y T0oj Tauku o0JIMKa

(0]

f@ =) az=a" = (=™ ) aym(z—a)"
n=0

n=m
OJHOCHO (yHKITH]a f ce MOXKE MPEIACTABUTH Y OO0JIUKY

f@)=0z-a)"g(2) (6.30)

raje je g(z) ananutuuka QyHKIMja Y OKOJIMHK Tauke a u npu uemy je g(a) # 0.
Caja HaBoAMMO TeopeMy KoOja Jaje Be3y usmel)y mosioBa u Hyj1a GyHkumje.

Teopema 6.13. Heka je f(z) amanutuuka QyHKIMja Y OKOJMHH Tayke d Koja je Hyja peaa m Te
dbynkuuje. Taga pyHkimja % ¥Ma IoJ pefa m y Tauku d.

Jloxa3z: Jlako ce mokasyje Aa cy HyJlie aHalmuThuke (yHKuuje nzolsioBaHe. IIpema Tome, moctoju

OKOJIMHA TaYKe A y K0joj j€ PyHKIIMja aHaIMTUYKA U Y KOJO] HEMa IPYTUX HyJia PYHKIIH]E OCUM TauKe
: : |
a. Tama ce pyukimja f(z) y TOj OKOJUHHM MOXKE MPEACTaBUTH y 00auKy (6.30), ma ce ¢pyHKIHMja —

f(2)
MO€E MPEJCTABUTH y OOJIUKY
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6.8. U30JIOBAHU CUHTYJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIMTUYKUX OYHKLIHU]A

: . : |
[Tomro ¢yukuuja g(z) Hema Hyla y MOCMaTpaHOj OKOJHMHH, TO je (yHKIHja 9(p SHANMTHIKA

(dbyHKIIHM]a Koja ce MOKe pa3BUTH y TejIopoB pel Y TOj] OKOJIHHM:

1 (0]
——= ) by(z—a)"™
9(2) ;

[Ipema Tome gobujamo na JlopaHoB pen GyHKIH]jE % nMa 00JIMK
1

oy = @) mZb (z—a)" =

b . b
z—a)™ (z—a)ym1?

+ ot by + by (z — @) + -

[Tomto je by = ( ) # 0 nobujamo aa je Tauka a noJ peaa m QyHKIUje f(l 3
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6.8. U30JIOBAHU CUHT'YJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIUTUYKUX ®YHKLIHU]A

IIpumjep 6.17. Oynkiyuja

F@) = s
(z+4)3(z% + 1)?
uMa noJi Tpeher pefa y Tauku z = —4 1 MoJ0Be IPYyTor pefa y Taukama z = *i jep QpyHKImja
1 (z+43(2+1)°
f(2) 2z —1
MMa HyJly Tpeher pena y Tauku z = —4 u HyJe Apyror pena y Taukama z = +i. O
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6.8. U30JIOBAHU CUHTYJIAPUTETHU U HYJIE AHAJIMTUYKUX OYHKLIHU]A

3a HcnuTHBa€ MoHalIambe pyHkuuje f(z) 3a BeJinKe BPUjeIHOCTH |Z|, Tj. 32 Z = ©0, YBOAUMO
: 1 : : 1

CMjeHy Z = — U HCIHTYjEMO NOHAIIAE byukiuje g(w) = f (5) y Tauk w = 0,

Kaxemo na je dyHkiuja f aHaaMTHYKa (CHMHIYJapHA) y Ta4KM Z = © ako je (yHKuuja g

aHaJIuMTH4Ka (CUHrynapHa) y Taukd w = O.

Kaxxemo n1a je Tauka z = co HyJa peana m pysHkuuje f ako je Tauka w = 0 Hyna pega m GyHKIH]je
g.

IIpumjep 6.18. dynxunja f(z) = Ziz je aHaMTHUKa y Z = o0 jep je pynkuuja g(w) = f (l) = w?

w
aHanuTTHuka y w = 0. Tauka z = oo je HyJsa Apyror peaa gynkuuje f jep je Tauka w = 0 Hyzna

npyror peaa gynkuuje g(w) = w?.

dyukuuja f(z) = z3 je cunrynapHa y z = oo jep je pynkumja g(w) = f (l) = % CHHTYJIapHA Y

w
w = 0. Tauka z = oo je mous Tpeher peaa pynkuuje f jep je Tauka w = 0 mou Tpeher peaa pyHkuuje
1
9(w) = 3
dynknuja f(z) = e? WMa eCCHIMjaTHU CHUHTYJIAPUTET Y Tauyku Zz = o jep ¢yHkuuja g(w) =
1 1

f (;) = ew HMa €CEHIMjaTHU CUHTYIapUTeT y Tauku w = 0.0

49



6.9. UHTETPALIUJA METOZAO0M OCTATKA

Heka je dynknuja f(z)ananutuuka y npcteny 0 < |z — a| < R. Taga ce oHa y TOM NPCTEHY MOXKeE
MpeACTaBUTU TOMOhy KoHBepreHTHor JlopaHoBor pena

y an(z — a)"
2

YUju ce Koe(DUIMJeHTH padyHajy 1o ¢popmynu (6.27)

. 1 f(2) iy
"o2miJ (z—a)ntt T

3an = —1 nobujamo

7@ f(2)dz. (6.31)

Zm

[Ipema KomnjeBoj UHTErpagHoj TEOPEMHU 3a MyTamy UHTErpaiuje C MOXEMO y3€TH NMPOU3BOJHHY

KOoHTYpy u3 mpcteHa 0 < |z —a| < R y uHWjoj ce yHYTpalllOCTH Hala3d Tayka a W Koja je
OpHjEHTHCaHa CYIPOTHO KpeTamy Ka3aJbKe Ha carty.

C npyre crpane, JlopaHoB pen dhyHKIH]E MMa U KOSHUITUJEHT A_; MOXKEMO OAPEAUTH Ha Pa3IMIUTe
HauuHe, 0e3 Kopuithema gpopmyie (6.27).



6.9. UHTET'PALIUJA METO/JOM OCTATKA

3Ha4yM aKo HaMm je Mo3HaT KoeUIMjeHT a_, Tajaa u3 (6.31) MoxeMo u3padyHaTH UHTETPa
7€f(z)dz = 2mia_;.
C
Jakie, mehy koepuumjenTuma JlopaHoBOr peaa mocedaH 3Ha4yaj uMa KoeUIMjeHT A_1.

HNedpununmja 6.4. KoehunnjeHT a_, Ha3uBaMo OCTATAK WIH pe3uayyM QyHkuuje f y Tauku a u
O3Ha4yaBaMo ca

a_, = Res f(z). (6.32)
z=a
Cana ¢popmyiny (6.31) 3anucyjemo y o0IuKy

ff(z)dz = 2mi Res f(z2). (6.33)
C Z=Qa

AKo je (hyHKIIHMja aHaTMTUYKA Y TAYKU d WIH j€ TaYKa d OTKJIOHBUBYU CUHTYJIApUTET, OHJA j€ JaCHO Ja
je

Res f(z) = 0.

z=a

o1



6.9. UHTEI'PALIUJA METOZIOM OCTATKA

sinz
ZI:Z Z6

Ipumjep 6.19. Uzpauynaru gﬁ

Pjewere:

sinz 1 AR 1 1 N 1 Z+
z5 6z3 120z 7!

Tauka z = 0 je mon neTor pena pyHKIMje

sinz

f(Z)=Z—6

Y HaJla3W ce YHyTap KpyxkHuIe |z| = 2, na je

f Smd i R () = 2 1 _niD
pral i esfz Tl - 190 = 0"
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6.9. UHTEI'PALIUJA METOZIOM OCTATKA

7% dz
1z|=1/2 z3 —z%

IIpumjep 6.20. U3pauynaru

Pjewere: O®ynkmuja
(2) = I 1
< 23 —z% z3(1-2)

1
uma 1oj Tpeher pena y Tauku z = 0 ¥ IpOCT HOA y Tauku Z = 1. YHyTap KpyxHuIe |z| = > Hamasu

ce camo Tauka z = 0 na je

dz
f dz = 2mi Res f(z).
2| z=0

_,z3—2z*4
Hare je
1 1 5 3 1 1 1
f(Z)=m=2—3(1+Z+Z + z +)=Z—3+Z—2+E+1+Z+
1 1001jaMo
a_1=Regf(z)=1.
Z=
Jlakne,

dz
7€ dz = 2mi.0O
|z|

3 _ ,4
_,2Z°—Z
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6.9. UHTET'PALIUJA METO/JOM OCTATKA

Cana hemo moka3aTu Kako ce MoOke OApeAuTH OcTaTak (QyHKUHUje y mojy 0e3 pa3BHjama
¢pynkuuje y Jlopanos pen.

Heka je tauka a mox peaa m ¢yukuuje f(z). Tana je

A—m A-—m+1 a1
Z) = + + e+
/(@) (z—a)™ (z—a)y™1 zZ—a

+ay+a,(z—a)+-,a_,, #0.

Axo nomuoxkuMo [ (z) ca (z — a)™ gobujamo
g2 =Z-a"f@)=a_p,ta_ g z—a)++a_z—a) ™1 +ay(z—a)™+ -

3Hauy, a_, je koepuuujeHT y TejnopoBoM passojy pynukuje g(z) koju crojuys (z — a)™ ! uonje
(m-1)
g (@)

npemMa TejnopoBoj popmyiu jenHak D

[Tpema Tome, ako je Tauka a o pexa m pyukuuje f(z), Tana je

a_, = Iz?zegf(z) = ;lim < an ((Z — a)mf(z))). (6.34)

(m—1)!zoa\dzm1
AKo je Tauka a npoct noi, 7). m = 1, taga dopmyna (6.34) moctaje

a_1 = Res f(2) = lim(z -~ O)f (2). (6.35)
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6.9. UHTET'PALIUJA METO/JOM OCTATKA

IIpumjep 6.21. Onpenutu mosose U orosapajyhe ocratke pyHKIH]je

(z% + 2)?
&=z +

Pjewere: ®ynknuja f(z) uMma oy Apyrur peaa y Tauku Z = 1 v mpocTe MoJIoBe y Taukama z = +i.
Tana je

_y _ (2% + 2)? _y (z2+2)* 1

Res /@) =G - DG e D SN G-Dier) ¥
N ) N Ca s
Resf(@) = m G+ D e sz D - A G- Diz =0 4

. d 2 (z% + 2)? . d [((z% + 2)? 3
’§Sff(z)‘z‘£r%£<(z_ ) (z—1)2(22+1)>‘£}E<ﬁ>‘§'
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6.9. UHTET'PALIUJA METO/JOM OCTATKA

[Tokazahemo cajga Kako ce MOXKE JeTHOCTaBHO OAPEAUTH OCTATaK (PYHKIMje Y MPOCTOM IOJIy 3a
¢(z)
Y(z)

¢yHKIUje 0d0uKka f(z) =

Heka je f(z) = i/pji % rIje ¢y @ W Y aHaIuTHYKe QYHKIHje Yy Tauku d. Ako je ¢(a) # 0 u ako je

Y(a) = 0,9'(a) # 0, Tana je tauka a npoct moa pyukiuje f. [Ipumjemyjyhu (6.35) nobujamo

B B 0(2) _ o(2) cp(a)
Res /() = lim(z = @) s = I ooy = s = 4ty
Z—dad
Hakine,
Pes o(z)  ¢(a) (6.36)

=@ Y@

in2z
Ipumjep 6.22. Onpenutu ocratak pyukuuje f(z) =

Pjewerve:

0(2) =SiTlZZ=>(p(%)=1¢O, Y(z) = cosz = z/;(g) =0H1/}'(%)=—1¢0.

Res sin®z ¢ (%)

7= €OSZ B W’ (g) =-1
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6.9. UHTET'PALIUJA METO/JOM OCTATKA

dopmyia (6.33) ce Moke IPUMHjEHUTH aKo (PYHKIIMja UMa caMmo jeJHY CUHTYJIApHY TAauyKy YHYTap
KOHTYpE UHTErpaiyje.

IHoka3zahemo kako ce pauyHa HHTErpajay cjiy4ajy Aa QyHKUMja MMA BUIIIE CHHTYJIAPHUX TAa4YaKa
YHYTAp KOHTYpe HHTerpaumje.

Teopema 6.14. (Teopema o ocranmma) Heka je ¢ynkumja f(z) aHanUTHYKAa y JETHOCTPYKO
nmoBe3aHoj ooactT D ocUM y KOHAYHO MHOT'O CHHTYJIADHUX Tadaka Zq, Zy, ..., Zn. AKO je C KOHTypa
u3 D uuja yHyTpalImbOCT CaIPKU TE TaUKe, Taaa je

n

% f(z)dz = 2ni ) Res f(2) (6.37)
c £ z=2z)

IIpU YEMY C€ UHTETPAIlM]a BPILH Y CMjEpPYy CYIPOTHOM KpEeTamy Ka3aJbKe Ha cary.

Hoxaz: Hexa cy Cp xpyxkuuine |z —z,| =1, (k=1,2,..,n) OpHjeHTUCAaHE y CMjepy KpeTama
Ka3aJbke Ha caTy Koje JIeKe y YHYTpalllhoCTH KOHType C W HeKa Cy KpyroBu |z — zp| <1y
nucjyaktHn (Ciuka 6.5). ®@ynkiuja f(z) je aHaIMTHYKA y BHINECTPYKO IIOBE3aHO] 00JIACTH
orpanuuenoj ca C, Cy, ..., C,, Ka0o ¥ Ha TpaHUIIK Te oOyiacTu ma je mpema dopmyiu (6.9) y Kommjeoj
MHTErPAIHO] TEOPEMHU 32 BUIIECTPYKO IMOBE3aHE 00JIACTH

ff(z)dz +¢ f(z)dz+ -+ ¢ f(z)dz=0.
c

C1 Cn
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6.9. UHTEI'PALIUJA METOZIOM OCTATKA

Cnuxka 6.5.

[IpoMjeHom opujeHTanuje kpyxxkuuna Cy, ..., C,, onasae 100ujamo

jgf(Z)dz= f(2)dz+ -+ ¢ f(2)dz.
C Cn

€y
ITomrro je mpema (6.33)

f(z)dz = 2mi Res f(2).
o z=z}

u3 (6.38) nobujamo (6.37) u Teopema je JoKa3aHa. O

(6.38)
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6.9. UHTET'PALIUJA METO/JOM OCTATKA

1

ez

IIpumjep 6.23. N3pauyHatu uHTerpa gﬁz|=3 — dz.
Pjewerve:
ez
fl —dz = 2ni (Res f(2) + Reg /()
ITpema popmynu (6.35) je
e 1
Res f(2) = lim(z — 2) — = e2.

3a onpehuBame octatka y Tauku z = 0 pazBujamo QPyHKIHjy y JIopaHOB pej1 y OKOJIMHU T€ TauKe.
HNmamo

nlzn z 21z2 3173
n=0
)41
L1t 22 ) <
z—2 1_5_ 4 1z
2
na je
1
i 1+Z+Zz+23+ (1+1+ 1 + 1 + )
z—2 2 2 4 8 z 21z2  31z3
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6.9. UHTEI'PALIUJA METOZIOM OCTATKA

OnaBnae nodujamo

TJ.

IIpema Tome

1 1 1 )

1
“—1zgfgf(z)=_§(1+2-2!+4-3!+8-4!+

= 1 1 1
Resf()==) sim=—(e7—1)=1-c2
n=1

1

ez 1 1
% p— dz = 2mi(e2 + 1 —e2) = 2mi. D
|z|=34
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