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5. KOMIIVIEKCHHU BPOJEBU U KOMIIJIEKCHE ®YHKIHJE

5.1. KOMIIVIEKCHH BPOJEBHA
Ckyn KOMIUIEKCHUX OpojeBa je cKym ypehenux nmaposa (x,y), x,y € R, 1j.
C={(x,y):x,y € R}

JemHaKOCT KOMITJIEKCHUX OpojeBa, Te penaiuje cabupama 1 MHOXKEHA Cy AeUHUCHHE Ca:

1)
(2)

(x1,v1) = (x3,y,) aKO M CaMO aKO je X; = X, U Y = Y,

(x1,¥1) + (x2,¥2) = (x1 + X2, y1 +¥2)

3
(x1,¥1) * (x2,¥2) = (X1X3 — Y1V2,X1Y2 + X2¥1) (3)

Kommutekcan Opoj o3HauaBamo obuuno ca z, 1Tj. Z = (x,y). Bpoj x ce 30Be peajinu, a O0poj y
HMATHHAPHHU MO0 KOMIUIEKCHOT Opoja Z, M 03Ha4aBaMo ux ca x = Rez,y = Imz.



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

N3 neunuimje cabupama U MHOXKEHA KOMIUIEKCHUX OpojeBa u oaroapajyhux ocoOrHa pearHux
OpojeBa Jlako ce ToKasyje Ja 3a olepannje cabupama U MHOXKEHa KOMILUIEKCHUX OpojeBa BpHjele
cibeaehe ocobuHe:

Z1 + Zy = Zy + Z1, Z1Zp = Z77Z4 (KOMYTaTI/IBHOCT)
(z1+25) + 23 =21 + (2, + 23),(212,) 23 = z1(2,23) (aconujaTMBHOCT)
z1(2y + 23) = 212, + 2123 (IucTpUOYTHUBHOCT)

Kommutekcan 0poj obmarka (x, 0) ce Moke uaeHTU(HUKOBATH ca peallHUM OpojeM X jep ce omepaidja
cabupama 1 MHOKEHA MOKJIanajy ca oJrorapajyhum omnepaiujama y cKyny peainux oOpojea. Jlakie,

(x,0) = x.

Kommtekcan 6poj (0,1) ce Ha3uBa MMarnHaApHA jeIMHHMIIA K O3HAYaBa ce ca i, Tj.

i =(0,1).
Kopuctehu (3) nobujamo
i2=(-1,0) = —1.

[Momo je je (0,1) - (y,0) = (0,y),7j. iy = (0,y) MOXeMO mucaTH
(x,y) =(x,0)+(0,y) = x + iy.



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

Jlakie, KoMILIeKcaH Opoj ce MOKeE 3armucaTi y 00JIUKY
zZ= x+1y,

KOjU Ha3MBaMoO aJjred0apckum 00JMK KOMIUIEKCHOT Opoja z. bpoj obOinmka iy Ha3uWBa C€ YHCTO
HMAarvHapaH 0poj.

Penanmje (1) - (3) 3a Opojese y anrebapckoM OOJIHMKY 3aIHCYjeMo ca

X1+ 1iy; =X, + 1y, QKO M CaAMO aKO J€ X1 = X, UV, = V5 (11)
. . . 2
(1 + Y1)+ +iy,) = (% +x2) +i(y1 + y2) (21
N N _ . (31)
(1 +iy1) - (g +iy2) = (X% — y1y2) + i(x1y2 + x251)
Komyropana BpujeaHocT KOMIUJIEKCHOT Opoja z = x + [y je 0poj
Z=Xx-—1y. (4)

N3 nebununmje caujenu na je (Z) = z u 1aa JeIHAKOCT Z = Z BaXXH aKO M CaMO aKoO j€ KOMILJIEKCaH
Opoj peasaH.



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

Moayo KoMILJIEKCHOT Opoja z = x + iy je peanan 0poj |z| = \/x? + y2. OuurnenHo je
|z| = 0wu|z|] = 0 axo u camo axo je z = (0,0).
Bpujenu:

1z| = |Z| uzz = |z|?

Bpoj (0,0) je HeyTpaaHu eneMeHT 3a cabupame a (1,0) HeyTpalHu eJIEMEHT 32 MHOXKEHHE.

VY ckyny KOMIUJIEKCHUX OpojeBa ce MOTY YBECTHU M OIepaluje oly3uMama U IHjeJberha. 3a CBaka
7IBa KOMILIEKCHA Opoja z; U Z, MOCTOjU JEAMHCTBEH OpoOj Z TakaB Na Z + Z, = Z;, KOJU C€ Ha3UBa
pa3JjiMKa KOMIUIEKCHUX OpojeBa Z; U Z,. AKO je z; = X1 + 1y, U Z, = X, + [y, Taja je

2y — Zy = (X +iy1) — (e +iy2) = (xp — x2) + i(y1 — ¥2)-
Takohe, 3a cBaka nBa 6poja z; u z, (z, # 0) mocToju jeMIUHCTBEH OPOj Z TaKaB J1a j€ ZZ, = Z; KOjU
C€ Ha3MBa KOJMYHUK KOMIUJICKCHUX OpOjeBa Z; U Z,. AKO je Z; = X4 + Iy, U Z, = X, + 1y, Taja je

Zy 4t XXty [ Xe¥1 7 %Y
Z; Xz tiyz X%+ Y7 x2% + y7°

) xzz + yZZ * 0.



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

Kommtekcan 6poj z = (x,y) = x + iy MOXXEMO I€OMETPH]CKU MPEACTABUTH IOMONy Tauke P u3
XY — paBHU 4H]€ Cy KoopJiuHaTe X U Y. Tako ce ycrnocTaBsba 000CTpaHO JeTHO3ZHAYHO MPECINKABAE
u3mel)y Tadaka paBHM U CKylla KOMIUIEKCHHUX OpojeBa, mTo oMoryhaBa uJIeHTU(UKOBAHE
KOMILJIEKCHUX OpojeBa ca Taukama paBHU. PaBaH y K0joj ce KOMILUIEKCHH OpOjeBH IPEJCTaB/bajy Ha
0BAj HAYMH ce Ha31Ba KOMILIekcHa uiam I'aycoBa 2 paBan. ITommTo ce peannu 6pojeBn NpecTaBibajy
TaykaMma X —O0C€ a YUCTO UMarMHApHH TauyKama Yy —O0ce, OBE 0CE Ce 30BY peajiHa M MMarnHapHa oca,
PECIIEKTUBHO.

z=x+iy

»
e

KoMmmiekcan 6poj ce Moxe mpeAcTaBUTU U TToMohy BekTopa ca mo4eTkoMm y Tauku 0 U KpajeMm y
Tauykd z. 300r J€IHO3HAYHOCTU MPEACTaBJbakha, BEKTOP KOJH OAroBapa KOMIUJIEKCHOM Opojy Z
O03Ha4aBaMO HCTUM CJIOBOM Z. JaCHO je Ja je My>KMHa BEKTopa Z jeaHaKa MOJIYJIY KOMIJIEKCHOT
Opoja u na je

|Rez| < |z|, |Imz| < |z|.

2 Johann Carl Friedrich Gauss, lat. Carolus Fridericus Gauss (1777-1855), meMauku MaTeMaTnyap
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[IpencraBbame KOMIUJIEKCHUX OpojeBa moMohy BekTopa omoryhasa uHTepmnpeTaiujy cadupama u
oJly3MMama KOMIIEKCHUX OpojeBa Kao cabupama U 0Jy3MMama BEKTOopa.

Tauke 0,z;,z; + z, HpencTaB/bajy BpPXOBE TPOyIa YHje CTpaHe HMajy AyXHuHE |z1], |z,| m
|z; + z,|, ma Ha OCHOBY mO3HATHX HEJEAHAKOCTH 3a AYKMHE CTPaHHIA TpOyria AoOHjaMo
HejeTHAKOCT TPOYyIJia

121 + 2| < |z1]| + |23].
NHnykuunjom ce A0Ka3yje yOnuTeHhe HejeJHAKOCTH TPOyIiia

|lzi + 2z, + -+ z,| < |zq| + |2o| + -+ |z,|,n € N.



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

[Tonoxaj Tauke z = x + iy y KOMIUIEKCHO] PaBHM MOXE€ C€ JEIHO3HAYHO OAPEAUTH U IMOMONy
MOJIAPHUX KOOpAUHATAT U 0.

B
>

X

Heka je r = |z| pacTojame Tauke Z 07 KOOPAUHATHOT IIOYETKa, a § yrao usmel)y mo3uTHBHOT IH]jea
peayiHe 0Ce U pajinjyc-BEKTOpa TauKe Z.

VYrao 6 ce HazuBa aprymeHT KOMILIEKCHOT Opoja z (z # 0) u o3HauaBa ce ca argz. 3a z=10
apryMeHT ce He AepUHHUIIIE.

OuurnenHo je

X = rcoso, y = rsind, (5)
na 0poj z = x + [y MOXEMO MPEICTABUTH Y MOJAPHOM HJIU TPUTOHOMETPHUjCKOM OOJIUKY
z =r(cosO + isinh). (6)
Kopuctu ce n o3Haka
z =re'?

U TO j€ eKCIMOHEHIMjaJJHU 00JIUK KOMILJIEKCHOT Opoja.



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

N3 (5) u (6) umamo

X X
cos = — = —— Sin9=X=L (7)

r [x2 _|_y2’ o [xZ+y2

ma 3a onpehuBame aprymenTta Tpebda pujemutu cucteMm (7). OBaj cucteM nMa O€CKOHAYHO MHOTO
pjeliekha Koja MOKEeMO 3alUCaTh y O0IUKY

0 =0,+2kr (k=0+1,%42,..)

raje je 8, jenHo pjememe Tor cucrema. OOu4YHO je 6 BpHjeAHOCT U3 MHTEepBana (—7, 77| ¥ Ha3uBa
C€ IJIaBHA BPHUjeIHOCT apryMeHTa u o3HadaBa ca Argz. Jlakie,

argz = Argz + 2kn (k =0,%+1,%2,...),
raje je
- < Argz < .
N3 cucrema (7) nobrujamo na apryMeHT 6 3a70BOJbaBa JeJHAYUHY

Y
tgl = —.
g X



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

Ipumjep 5.1. [IpencraButu cibenehe kommniaekcHe OpojeBe Y TPUTOHOMETPH]CKOM OOJIHKY:

a)z=—-1+41, 6)Z=1—i\/§.

SR A2 o VB g am

Pjewere:a) 1 =2, cosf = N AT sinf = . =0 = . maje
31 31

Z=—1+i=\/§(cosj+i5inr>.

6)z=1—iV3 =2 (cos (_%n) + isin (—%)) =2 (cosz?n— isinz?n). O

10



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

AKO cy 1aTh KOMIUJIEKCHU OpOjeBH Y TPUTOHOMETPHU]JCKOM OOJIUKY

7z, =11(cosBy + isinfy) u z, = r,(cosO, + isinbh,)
Taja je

Zy =Z,akoM caMo ako jer; =1, U 0, = 0, + 2km, k € Z.

Taxohe, MHOXEHEM KOMIUIEKCHUX OpojeBa y TPUTOHOMETPHJCKOM OOJIMKY M TPUM]EHOM
aguuuoHux popmyna mobujamo

z,Z, = 11(cos0; + isinf,) - r,(cosO, + isinfh,) =
1112 (cosB,cosO, — sinb,sinb, + i(cosf,sinb, + sinb,cosb,)) =

r 1y (cos(8, + 0,) + isin( 8, + 6,)).
IIpema Tome,
Z1Z5 = 11y (cos( 6, + 6,) +isin(6, + 6,)) (8)
na je
1212;| = |21]|2,]
JIOK je apryMEHT IPOM3BOJa ZZ, JeIHaK 30Mpy aprymeHara OpojeBa z; M Z, 10 Ha cabupak 2K,
k € Z, Tj.
arg(z,z,) = argz, + argz, + 2kn, k € Z.

11



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

Kopucrehu pesyarar 3a MHOXKEHE KOMILIEKCHHX OpojeBa, 3a KOJIMYHHMK OpojeBa z; U Z, (z, # 0)
n1o61jaMo

z, Z1Z, 11(cos0, + isinB,) - r,(cosH, — isinb,)
Zy  Z3Zy P

r
= (cosB,cos0, + sinf,sinf, + i(sinf;cosB, — cosH,sinb,))

2
OJIHOCHO
Zi T
22 (cos(6; — 0,) +isin(6; — 6,)). (9)
Z T
IIpema Tome
Z |4 | Z
—| =—,(z; # 0), arg— = argz, — argz, + 2km, k € Z.
Z3 |2, | Z3

12



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

Kopucrehu popmyne (8) u (9) nmako ce noduja Moavrova * popmyna

z™ = (r(cosf + isinB))™ = r™(cosm@ + isinmf), m € Z. (10)

[TonapHuu 00JUK KOMIIJIEKCHOT Opoja je morofaH u 3a oApehuBame n —TOT KOPUjeHA KOMIIJIEKCHOT
Opoja. Axo je z = w", Tajia CBaKOj BpHjE€IHOCTH W OJATrOBapa TavyHo jeaHa BpujeaHoct z. OOpHYyTO,
nokazahemo Ja cBakoj BpUJEAHOCTH Z OAroBapa TayHO N Pa3jUUYUTHUX BpUjeaHOCTH W. CBaka oj
THUX BPHUJETHOCTH CE€ Ha3MBa N —TH KOPHjeH KOMIUICKCHOT Opoja Z M 03Ha4aBa ce ca

w = /z.

Heka je z = r(cosO + isinf) u neka je w = R(cose + ising). Tana u3 (10) godujamo

R™(cosng + isinng) = r(cosf + isinf)

na je
6 + 2km

R" =r, n<p=0+2kn=>R=7{/F,<p=T, k € 7.

Tako moOujamMo BpHjeIHOCT N —TOT KOPHjeHa KOMIUJIEKCHOT Opoja z

(11)

0 + 2km 0+ 2km
) kez

w="z= W(cos—+ isin———
n n

3 Abraham de Moivre (1667-1754), ppaniryckn matemaTn4ap
13



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

3ak=0,12,..n—1 nobujamMo n pa3aUIUTUX BPUjEIHOCTH W, JOK 3a OcCTajie BpUJEAHOCTH k

nobujamo Heky on Beh oxpeljeHnx BpujemHocTH. 360r Tora Vz, z # 0 UMa Ta4HO N PA3NTHUUTHUX
BpHjenHOCTH Koje oapehyjemo momohy dopmyne (11). CBe Te BpHjeaAHOCTH C€ Halla3e Ha

KPYXKHHUIM TTONYNPEYHUKA /7 ca IEHTPOM Y KOOPAHHATHOM ITOYETKY. BpHjeqHOCT KOMIIEKCHOT
O0poja w koja ce u3 (5.11) nodbuja 3a 8 = Argz u k = 0 Ha3uBa ce INIaBHA BPHUjeAHOCT N —TOT
KOpHjeHa KOMIJIEKCHOT Opoja Z.

Mpumjep 5.2. Uspauynaru: a) V—1 —1i,6) V1.

14



5.1. KOMIIJIEKCHHU BPOJEBH

[Tomrro 3a z = r(cosO + isinf) umamo Z = r(cosf — isinf) 3akibydyjeMo 11a je
Argz = —Argz.
Cana ce nako mokasyje Ja ornepaiyja Kombyropama uMa cibeaehe ocoouHe:
Lz +2; =75 + 2,
2.2 =23 = 71 — 7,

3.21Z = 717,

Z ZA
4. (—1) =2 (z, £ 0),
Zy Zy

5.(z") = (D)™

15



5.2.HU30BU U PEAOBU KOMIIVIEKCHUX BPOJEBA

Hepuuumuja 5.1. Komiuiekcan 6poj a je rpaHHYHA BPUjeIHOCT HK3a {Z,, } ako

(Ve > 0)@N € N)(Vn > N)|z, — a| < e. (5.1)

[Mumemo lim z, = a.

n—>00

3a HU3 KOJU UMa TPAaHUYHY BPHJETHOCT KAKEMO J1a ¢ KOHBEPreHTaH. AKO HU3 HUje KOHBEPTeHTaH,
Ka)XeMO J1a j¢ JUBEePreHTAaH.

13 nedunannmje rpaHndHEe BPUjEAHOCTH 100MjaMo [1a je Opoj a je TpaHrdYHa BpUjeaHOCT HuU3a {Z,}
aKo je
lim |z, —a| = 0.

n—-0o

CkyI KOMILJICKCHUX OpojeBa Z TakBuX Ja je |z — a| < €, raje je € > 0 Ha3uBaMO € —OKOJHHOM TauKe
a. To je kpyr moJynpevyHrKa € ca IIEHTPOM Y TauKH d.

W13 neduHuMje TpaHUIHE BPUjeIHOCTH J0OMjaMo Jia je TauKa a TpaHWYHa BPHjeIHOCT HU3a {Z,, } aKko
CEy CBAKOj € —OKOJIMHM TAYKe a4 HaJjia3e CBM WIAHOBYU HU3A MOY€eB 0] HEKOT.



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

Ckymy KOMILIEKCHUX OpojeBa {z,} oarosapajy nsa Husa peannux opojesa {x,} u {y,}, npu uemy je

Zn = Xp Hiy,n =12, ..

Jlako ce mokaxe ga ce onapehuBame rpaHMYHE BPHUjeIHOCTH HU3a {Z,} cBoaM Ha ojapehuBame
I'PaHUYHUX BPHjEeIHOCTH HU30Ba {X,,} u {y,,} u na je

lim z, = lim (x,, + iy,) = lim x,, + i lim y,. (5.2)
o n—oo

n—>0o n—- n—->00

W13 (5.2) u ocobuHa peaaHuX HU30Ba H00MjaMO Ja 3a HU30BE KOMIUIEKCHUX OpojeBa {z,} u {w,}
BpUjeIn

1. lim (z, + w;,) = lim z, + lim w,,
n—oo

n—oo n—oo

2. lim (z,w,) = lim z, - lim w,,,

n—->0oo n—0o n—->00

Z, lim z,

3. lim =12 _w,#0,n=12,.., limw, #0.
n-ocow, limw, n—0o
n—-oo

17



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

IIpumjep 5.3. Vicnutatu KOHBEPTEHIN]Y HU30BA U OJPEAUTH TPAHUYHY BPH]JEIHOCT aKO MOCTOJU

_in _ _ nm
a) z, = — 6)z, =1i"B) z, = o
Pjewerve. a)
n
| z,| = |[—| =—= lim| z,] = 0= lim z, = 0.
n n—-oo n—oo
0)
Zin = 1, Zany1 = U Zans2 = —1, Zgniz = —4,
HU3 j€ TUBEPTEeHTAH.
B)
nm nr(1 — 2in) nm - 2n*m
Zn = — = = —1 =
" 14 2in 1+ 4n2 1+4+4n2 1+ 4n?
. . nm ” 2n’m i
im z, = lim — i lim = ——
now ' n-wl+4n2  now 1+ 4n? 2

18



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

HNedunuumja 5.2. Kaxemo na je pen

(00]

z Z, (5.3)

k=1
KOHBEPIreHTaH aKo je Hu3 {S, } IieroBux mapiidjaHux CyMa KOHBEPreHTaH,

n

Sn = sz.

k=1

['pannuHy BpHjeHOCT S HH3a {S,} 30BeMO cymoM peaa (5.3) u nmuiemo

(0.0)

S=ZZk.

k=1

Ako je pen (5.3) KOHBepreHTaH, Taja je

lim z, = 0. (5.4)

k—oo

VYcnos (5.4) je noTpedbaH anu HE U IOBOJbAH 32 KOHBEPreHIU]y peaa (5.3).

19



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

Pen (5.3) moxkemo 3amnucatu y oOJUKyY

(0] (0] (0e]
k=1 k=1 k=1

Pen (5.3) je KOHBepreHTaH ako M caMo aKo Cy peIOBHU

(0] (0¢]

3 xen 3

k=1 k=1
KOHBCPI'CHTHH.

Axo je pen (5.3) KOHBepreHTaH Taja je U pel ).y, AZy, TAje je & KOMIUIEKCaH Opoj, KOHBEPreHTaH
Y BpUjean

AKO CY PElOBH ) —q Zk U g1 W KOHBEPICHTHH, Taaa je u ped ).p—1(2Z; + Wy ) KOHBEpPreHTaH U
BpUjeIU

(0] (0]

i(zk +wy) = sz + zwk.
k=1

k=1 k=1

20



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

Hedpunumuja 5.3. Kaxxemo 1a je pex (5.3) ancoayTHO KOHBEPTeHTAH ako je pej
z |z | (5.5)
k=1

KOHBEPTeHTaH.

AKko je pen (5.5) koHBepreHTaH Taja je u pef (5.3) KOHBEpreHTaH, Tj. U3 arcoJlyTHE KOHBEPIeHIIN]e
pena civjenu u (00MYHA) KOHBEPreHIMja pea.

Axo je pen (5.3) xonBepreHtan a pen (5.5) auBepreHtrad, kaxemo jAa pen (5.3) yCJ0BHO
KOHBEpPIreHTAaH.

3a UICTIUTHBAKE KOHBEPTEHIM]€ KOMIUIEKCHUX PEJI0BA MOTY C€ KOPUCTUTU KPUTEPUJYMH U3 pEallHE
aHaJIn3e.

21



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

* Kpumepujym nopelhera

Axo 3a pex (5.3) mOCTOju KOHBEPTEHTAH PEIl ).p 1 A C4 HCHETATHBHHUM YJIAHOBHMA TAKaB [1a je
|Zk| < ak,k = 1,2,

Taja je pea (5.3) arncoayTHO KOHBEPTEeHTAaH.

Koxa kputepujyma nopehema 4ecTo ce KOPUCTU T€OMETPHUJCKU PeT

2.
k=1

KOjH je je KOHBepreHTaH 3a |q| < 1 u nuBeprenran 3a |q| = 1.

22



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

= Jlanamoepoe kpumepujym

Hekajez, #0,k=12,.. u
Zk+1
Zy

lim

k—>oo

= L.

Axo je L < 1 pen (5.3) je arconyTHO KOHBEPI'€HTaH, a IUBEPTreHTaH ako je L > 1,

* Kowiujee kpumepujym
Hexka je
.k _
g, izl =L

Axo je L < 1 pen (5.3) je ancoayTHO KOHBEPI€HTaH, a JMBEpreHTaH ako je L > 1.

23



5.2. HU30BH U PE/IOBY KOMIIJIEKCHUX BPOJEBA

IIpumjep 5.4. Vicnutatu KOHBEpETEHIIU]Y pelOBa

1+i

00 " 00 n! 00 —a in
a) Zn=1 (T) ) 6) Zn:lm; B) Zn=1n e ,a > 1.

Pjeweme: a) [lpumjenyjyhu Komujes kputepujym 1006ujamo

o R I RS LS R TR )
im Vlzn| = lim - J|—=] = lim | == =5 <1
1a je pej arncojlyTHO KOHBEPIe€HTAaH.
0) [Ipumjemyjemo anambepoB kputepujym. Mmamo
Z 1
lim nHl = lim j — 8_1 <1
n-oo | Z, n—-oo 1
(1+7)

1a je peJl arncolyTHO KOHBEPre€HTaH.

B) Pen je ancomyTHO KOHBEpPIeHTaH jep je |n_“em| =n"%upen

(0]
1
2.
n=1
3a ¢ > 1 koHBeprupa.
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5.3. KOMIIVIEKCHE ®YHKLHUJE PEAJIHOT' APTYMEHTA.
KPUBE U OBJIACTH Y KOMIIVIEKCHOJ PABHH

HNedpununuja 5.4. Axo je cBakoj Tauku t ca uHTepBajsa [ € R mpuapyxeH TayHO jelnaH
KOMILJIEKCaH Opoj, KaxkeMo J1a je Ha [ 3a7aTa KOMILIeKCHAa (PyHKUHja

z = z(t), t e I

KommnekcHy byHKIHUjy z = Z(t) MOKEMO MPEACTABUTH Y OOTHKY

z(t) = x(t) +iy(t), te€ L (5.6)

Younmo ga ce pynknuja (5.6) Moxke TpeTuparu kao Bekropcka ¢pyukiuja z(t) = (x(t), y(t)) ma 3a
by BPHjElH CBE OHO INTO j€ IOKA3aHO 3a BEKTOPCKe (YHKIMje CKalapaHor aprymenra. 4 3aro
HABOIMMO CaMO OCHOBHE Je(UHUIMjE€ Y TEPMUHMMA KOMIUIEKCHUX OpojeBa.

I'panuyHa BpujeaHocT QPyHKIMje y Tauku t, ce AePuHUIIE ca

th_)rg z(t) = tll_)f{}) x(t) + ltll_)r{}) y(t).

4 Bunjetn Bekropcke pynkuuje (Tema 1)



5.3. KOMIIJIEKCHE ®YHKUH]JE PEAJIHOT APTYMEHTA.
KPUBE U OBJIACTH Y KOMIIJIEKCHOJ PABHHU

Kommnekchna ¢pynkiuja (5.6) je HempeKUIHa y Ta4Ku ty aKo Cy y TOj TaUKW HEMPEKUIHE PyHKIIH]e
x(t) muy(t). Taga je

lim z(t) = z(t,).
t—)to

N3Boa dynkiuje (5.6) ce nedununie nomohy dhopmyne
z'(t) = x'(t) + iy'(t).

Oapehenn unrerpana ¢pynkimuje (5.6) ce nepunuiie nomohy popmymne

jbz(t) dt = jbx(t) dt + i jby(t) dt.

Axko je o¢yukumja z = z(t),a <t < b HenpekuaHa Ha uHTEepBaITy a <t < b, meH rpaduK
Mpe/icTaB/ba HEKY KPMBY Y KOMIUIEKCHO] paBHu. Hrp. dyHK1Hja

z(t) = 3cost + 3isint,0 <t <m

MPEICTaBJba TOPHY MOJYKPYKHHIY ca HEHTPOM Yy KOOPAHHATHOM ITOYETKY U NOJTYyIpPEYHHUKa 3.
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5.3. KOMIIJIEKCHE ®YHKUH]JE PEAJIHOT APTYMEHTA.
KPUBE U OBJIACTH Y KOMIIJIEKCHOJ PABHHU

AKO HEKa Tauka KpUBE
z(t) = x(t) + iy(t), a<t<b
ojroBapa 0ap JBjemMa pa3JIMYUTUM BpUjEAHOCTUMA MapaMeTpa t, o Kojux je 0ap jenHa pazindyuTa

Oll a U b, Ka)KeMO J1a je TO BULIECTPYKA Ta4yKa.

KpuBa koja HeMa BUIIIECTPYKHUX Tayaka HA3MBa CE jellHOCTABHA KPHBA.

KpuBa kox xoje ce nokianajy no4eTak M Kpaj Ha3uBa c€ 3aTBOPEHA KPUBa.

Kaxemo 1a je kpuBa IiIaTKa ako OHa UMa HEMPEKUIaH U3BO/I
Z'(t) = x'(t) + iy'(¢), a<t<b
KOJU HUTJJ€ HU]E€ JeJHAK HYIHU.

['eoMeTpHujcKH, TO 3HAYM Ja KpHUBa Y CBAKO] CBOjO] TaYKM MMa TAHTEHTY KOja C€ HEMPEKHUHO
MHUjembAa.

KaxkxeMo 11a je kprBa MO MO AMO IIATKA aKO C€ OHA CACTOJU O] KOHAYHO MHOTO TJIaTKUX KPUBHX.
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5.3. KOMIIJIEKCHE ®YHKUH]JE PEAJIHOT APTYMEHTA.
KPUBE U OBJIACTH Y KOMIIJIEKCHOJ PABHHU

v KpuBa |z — a| = r npeacraBiba KPY:KHHIY ca IIEHTPOM Y Ta4KH @ M MTOJyIPEYHHKA T
v CKyIl Tayaka Z KOMIUIEKCHE paBHU |z — a| < r mpeacTaB/ba OTBOPEHH KPYT.
v CKyIll Tayaka Z KOMIUIEKCHE paBHU |z — a| < r npeacTaBiba 3aTBOPEHH KPYT.

v’ Tauka Z je yHyTPallllba TAYKA CKyIa S aKo IIOCTOjH HEKA OKOJIMHA T€ TAauKe KOja j& MOACKYII
ckyma S.

v KakeMmo 112 je CKyll S OTBOPEH aKko je CBaKa HeroBa Tauka yYHyTpalllmba.

v’ 3a HEKM OTBOPEHH CKyN S KakeMO Jla je MOBe3aH aKko Ce CBaKe FEroBe JBHjC TaYKE MOTY
CIIOJUTH MOMOhYy HEke M3JIOMJbEHE JIMHMjE CAcCTaBJbEHE OJf KOHAUHO MHOTO JIYXHU YH]j€ CBE
TayKe MpUNaaajy cKymy S.

v OTBOpEH M MOBE3aH CKYIT HA3UBaMO 00JIACT.

v’ Ilpumjepu 00JacTH Cy OTBOPEHH KPYI, OTBOPEHH KPYKHH IPCTEH M CIOJbALIBOCT Kpyra
(lz —al > ).

v KaxeMo J1a je CKyII 3aTBOPEH ako je HeroB KOMIJIEMEHT Y S OTBOPEH.
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5.3. KOMIIJIEKCHE ®YHKUH]JE PEAJIHOT APTYMEHTA.
KPUBE U OBJIACTH Y KOMIIJIEKCHOJ PABHHU

v/ T'paHd4YHA Ta4yKa CKyma S je Tayka 4Mja CBaKa OKOJIMHA CaJPKH U Tauke CKyla S U HEeroBOr
KOMIIJIEMEHTA.

v CKyIl rpaHMYHHUX Tadyaka CKyma S ce Ha3uMBa rPaHHUIlA U O3HayaBa ce ca 5. Yauja obiactu u
ICHE TPAHUIIE CE HA3MBa 3aTBOPEHA 00J1aCT.

v’ 3aTBOpEHH KPYT M 3aTBOPEHH KPY>KHU IPCTEH CY 3aTBOPEHE 00JIACTH.

v’ KaxxeMo J1a je ckyI S orpaHmYen ako noctoju R > 0 taxo na je |z| < R 3acBe Z € S.
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5.4. PYHKIHUJE KOMIVIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

Hedpununnuja 5.5. Axo je S cKyn KOMIUIEKCHUX OpojeBa U aKo jé CBAKOM KOMJIEKCHOM Opojy Z € S
NpUAPYKEH KOMIUIEKCAaH Opoj w, Taja Kaxemo Jaa je Ha ckyny S neduHucana (yHKUuja
KOMILJIEKCHE MPOMjeH/bUBE Z U TTUIIEMO

w=f(z),z €S.

AKO je CBaKOM KOMILIEKCHOM Opojy z € S npuApyKeH TauyHO jeJlaH KOMILUIEKCaH Opoj W, KakeMo
na je GyHKIHja jeAHO3HAYHA. Y TPOTUBHOM je (PyHKI[Mja BHII€3HAYHA.

Kommaekcan 6poj w = f(z) MOXeMO mucatu y 0OJIHKY
w=u-+iv.
[Tomrro ¢pyHKUMja W 3aBUCH 011 Z = X + iy, noOHjamo Ja pyHKIHje U U V 3aBUCE O X U Y. Jlakie,

w = f(z) = f(x +iy) = ulx,y) + iv(x,y).

®dyukmuje u(x, y) u v(x,y) cy peajHu, OIHOCHO HMATHHAPHHU U0 KOMIUIeKCHE PyHkuuje f(z).

Ipumjep 5.5. 3a pyuxkujy w = f(z) = z2 je ulx,y) = x? —y? nv(x,y) = 2xy.
y y y



5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

Hedununuja 5.6. Heka je pyukuuja f(z) nepunrcana y HEKOj OKOJUHHU TauKe Z; OCHM €BEHTYAIHO
y caMoj Tauku Z,. Komruiekcan 6poj A je rpanunvHa Bpujeanoct Gyukuuje f(z) y Tauku z, akKo
BpHjeIU

Ve>0)F6>0)(VxeX) 0<|z—2y] <6 = |f(2) —A| <e. (5.7)
[Tumemo
lim f(z) = A. (58)
VARYA
AKO MOCTOjY TpaHUYHA BPUjEIHOCT (QYHKIIM]E, OHA j€ JeIMHCTBEHA.
Axkoje A = Ay + 4, u zy = xy + iy, nokazyje ce aa je popmyia (5.8) eKBUBAJICHTHA ca
Jim ux,y) = Ay, Jim v(x,y) = A (5.9)

Y—=Yo Y—=Yo
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

Kopucrehu (5.9) mako ce mokasyje na Bpujene cibenehe ocoOuHe TpaHWYHE BPHjEIHOCTHU
KOMILIEKCHE (hYHKITH]E:

1. 1im (f(2) £ 9(2)) = Jim £(2) & lim g(2),
2.1im (f(2)g(2)) = lim £(2) - lim g(2),

£(2) lim f(2)

Z—Zg

3. lim

= — , z) # 0, lim g(z) # 0.
Z—)Zog(Z) ZlLrglog(Z) g( ) Z_)Zog( )

Hepunnumja 5.7. Kaxxemo 1a je pyHkuuja f(z) HempeKHIHAa y TAYKH Z; aKo je OHa JePUHUCAHA Y
HEKO] H/€HO] OKOJIMHU U aKO j€

Jfim f(z) = f(z0)- (5.10)

AKo je (pyHKIMja HEMPEKUIHA Y CBAKO] TaYKM CKyma S, Tajla Kaxemo J1a je PyHKIM]ja HelpeKuIHa
Ha cKymy S.
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

N3 (5.9) u (5.10) nobujamo aa je komiuiekcHa pyukinuja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) HenpekuaHa y
TauKHu Z, = Xo + [y, aKo M camo ako cy peanne pyukuuje u(x,y) u v(x,y) HENPEKUIHE Y TAUKH
(x0, Vo), Tj. aKo je

Jim u(x,y) = ulxo,¥0), Jim v(x,y) = v(xo, yo)-
Y=Yo Y—=Yo

3060r TOora ce 0coOMHE HEMPEeKUAHUX (PYHKIIM]a PEaTHUX MPOM]EHJbUBUX MPEHOCE U HA (yHKIIH]E
KOMIUIEKCHE TPOMjEHJbUBE. 30Up, pa3ivKa, MPOU3BOJ U KOMIIO3UIM]ja HENMPEKUAHUX (YHKIIH]aA
KOMILIEKCHE MIPOM]jEHJbUBE Cy Takohe Henpekuane pynknuje. KoanyHuk HenpekuaHux GyHKIIUja
j€ HEMpEeKUuaH y CBUM TaukaMma y KOjuMa je UMEHUJIAIl pa3IuuuT 011 HyJIe.

2. w=Rez, w=1Imz, w=2, w = |z| cy HenpekusHe y

1I1]€JI0] KOMIUIEKCHO] paBHH. Parmonanna GpyHkuuje w = %, raje cy P(z) u Q(z) nonuromu, je

HENPEeKUIHA Y CBUM TauykaMa KOMIUIEKCHE paBHHM OCHM Y Tadukama y kojuma je Q(z) = 0. o

Ipumjep 5.6. Oynkumje w =z, w = z
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

Hedunumuja 5.8. Heka je dynkuuja f(z) aedunrcana y HEKOj OKOJIMHHU TauyKe Zy. AKO IMOCTOjU
rpaHUYHa BPU]ETHOCT

f(zo + Az) — f(z)
m

Az—-0 Az

Ka)KeMO J1a je Ta TpaHuYHa BPHjEAHOCT M3BOA (pyHKIMje f y Tauku Z, ¥ 03Ha4aBamo ra ca [ (z;).
Jlakiie,

f(zo + Az) — f(2,) (5.11)
Az

filzo) = i,

Ako (pyHKIIMja ©Ma U3BOJ Yy TAUKH Z;, KAXKEMO Ja je OHa Au(epeHIHja0uIHa Y TAYKH Zy. AKO je
byHkuja audepHuMjabmiIHa Yy CBakO] Tayku HEKOr CKyma S, Taja Kaxemo Ja je (QyHKIuja
nudepeHnujadUIHA HA CKYlY S.

Axo y (5.11) craBumo Az = z — z, 1006HjaMO

f'(zo) = lim f@ =7 (Z"). (5.12)

z-zy  Z — Z

Hudepenunjadbunoct GyHKIHMjE Y TAUKH Zo 3HAYU J1a TpaHU4Ha BpujeaHocT (5.12) moctoju u aa uma
UCTY BPUjEHOCT HE3aBHUCHO OJ1 HAUMHA Ha KOjU Z TEXKHU Zy. AKO je ¢yHKIMja audepeHnrjaduiHa y
Ta4yKU OHJA j€ OHA Yy TOj TAYKHU U HEMIPEKHUIHA.
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

IMpumjep 5.7. Oyukmuje f(z) = z"n = 1,2, ... je nudppeHnnjadbuIHa y I[HjEI0j] KOMIUIEKCHO]
paBHM U BeH u3Boz je f'(z) = nz™ ! jep je

f(z+Az) — f(2) — lim (z+Az)" —2z"

f'(2) = Alér—r}o Az Al;—>0 Az B
zZ" +nz"1(Az) + (721) Z"2(Az)? + - +(AZ)" — Z"
lim =
Az—0 Az

; n-1 n n-2 n—-1y — n-1
Al;r_l)lo(nz +(2)z (Az) + -+ (A2)" ) =nz""'. O
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

3a KOMIUIEKCHE (PYHKIIM]€ BpHje/ie UCTa MPaBWJIa Iu(depeHIpPamba Kao U 3a peaigHe QyHKIyje:
1. (¢f)" = cf’, c xommtekcan 0poj,
2.(fxt9)' =114
3.(fg)' =f9+tfg’

4 @ _ f’gg—zfg” g0,

5. Axo je f(z) nudepennujadbunta y Tauku z u GyHkuuja g(w) audepeHirjaduiHa y TauKH
w = f(z), tana je u cnoxena ¢yuknuja g(f(z)) mudepeHnujabuana y Taukv Z U
BpHUjean

(9(r@)) =g mf'@.o
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

IMpumjep 5.8. dyukmja f(z) = Z Huje nudepeHIrjaduiHa HU y jeIHO] TAYKH KOMILJICKCHE PABHH.
Nmamo
f(z+Az) —f(z) z+Az—-27Z Ax—ildy
Az B Az - Ax + Ay

Axo je Ay = 0, 1j. 3a Tauke Az ca peanHe oce, OBaj KOJUYHUK je jenHak 1, a 3a Ax = 0, 1j. 3a Tauke
f(zo+Az)—f(2o) He

Az ca uMarmHapHe oce, KOJWYHHUK j€ jenHak -1, ma rpaHuyHa BpujegHocT lim

Az—0 Az
nocroju. Jlakne, pyukiuja f(z) Huje nudepeHnrjaduIHa HA Yy jeIHO] TaYKM KOMIUICKCHE PaBHU
nako cy pyukuuje u(x,y) = x u v(x,y) = —y nudepenunjadbuiane y cBakoj Tadku (x,y). O

W3 nperxomHor mpumjepa BUAuMO Aa Audepenunujadunaoct dbyaknuja u(x,y) u v(x,y) HHje
J0BOJbHA 3a nudepeHnnjaduIHOCT KoMIiekcHe GyHkuuje f(z).
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

Nepununmja 5.9. Kaxemo na je ¢ynxumja f(z) amaaumTuuka ° y obaactu D ako je oHa

audepeHnjadMIHa y CBakoj Tauku Te oOmactu. KaxkeMo na je ¢yHkiuja f(z) aHaJATHYKA Y
Ta4KM Z obsactu D ako je OHa aHAJIMTHUYKA y HEKO] OKOJIMHU T€ TavkKe.

DyHKIM]€ KOj€ CYy aHAJIUTUYKE Ha LIMjeJI0] KOMIUJIEKCHO] paBHU 30BEMO Hujesae GyHKuuje.

Jlaksie, MOjMOBHM aHAIMTUYHOCTH U AU epeHIInjabmIIHOCTA QYHKIIM]E Y 001aCTH UMajy UCTO 3HAYCHE.
MelhyTuMm 3Hauewme OBUX TMOjMOBA HMjE MCTO Yy JEAHO] Ta4KW. AHAIUTHUYHOCT (DYHKIM]E Yy TayKd
Zy 3HAYM J]a OHA MMa M3BOJ Y CBAKO] TAYKH HEKE OKOJIMHE TauyKe Z,, YKJbYuyjyhu u camy Tauky Z,
TOK Au(epeHIInjabMITHOCT y Ta4KH Z, 3HAYU IIOCTOjarkhe U3BOJIA CAMO Y Ta4KH Zg.

® Kopucre ce 1 TepMUHU peryjapHa (GpyHKIHja uiu xoJaoMopdHa GpyHKumja.
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5.4. DYHKIHU]JE KOMIIJIEKCHE ITPOM]JEH/bUBE

Ipumjep 5.9. a) Oyukumja f(z) = zRez,z = x + iy nudepennnjaduina camo y tauku z = 0 ma
OHa HHUJ€ aHAJWUTUYKA HU y JeIHO] TaUKU KOMIUIEKCHE paBHU. Hauwme,
f(z+A4z) —f(z) (z+Az)Re(z+ Az) —zRez AzRez + zRelAz + AzRelz
Az B Az B Az B

ZRelAz
Rez + ReAz +
Az

['paHnnuHa BpHjeTHOCT OBOT KoJWYHKKA Kajga Az — 0 moctoju camo y ciaydajy ako je z = 0.

0) Panmonanua dyukimje f(z) = %, raje cy P(z) u Q(z) monuHomu, je aHaIuTU4YKa QyHKIHA]a Y

1[11j€10j KOMILIEKCHO] PaBHM OCHM y Taukama y kojuma je Q(z) = 0. o
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5.5. KOIIU-PUMAHOBE JEAHAYUHE

VY Ipumjepy 5.8 Bumjenu cmo ga qudepennujadmnaoct pyukuuja u(x,y) u v(x,y) HHje T1O0BOJbHA
3a nudepeHnnjabuIHoCT KomiuiekcHe ¢dyHkuuje. Hapemrhemo canga ycioBe Koje Mopajy naa
3am0BosbaBajy pyuknuje u(x,y) u v(x,y) ma ou koMmmiekcHa GpyHkInja Onna qudepennjaduina.

Teopema 5.1. Heka je dbyukumja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) nepuHucana y HEKO] OKOJHUHU
Tauke z = X + iy u audepeHunjabmiHa y caMo] Tauku Zz. Taja mocCToje MmapiiydjadiHd H3BOAU
dyukiuja u(x,y) u v(x,y) y tauku (x,y) u 3a ibux Bake Komiu-PruMaHOBH yClIOBH

du 0Jv du  0dv (5.13)
ox 0dy’ dy  ox
Axo je dyukinja f(z) ananuruuka y odnaactu D, mapruujanau u3Boau Gyukiuja u(x,y) u v(x,y)
MOCTOj€ U 3aJ0BOJbaBa]y jeaHaunHe (5.13) y cBakoj Tauyku T€ 00JIACTH.

Jloxa3z: N3 ycnoBa audepeHIimjabuIHOCTH Y Ta4KH Z J0OHjaMo J1a MOCTOjJH

f(z+Az) - f(2)
m

-0 Az

fl@)=l

HE3aBHUCHO OJ1 HauMHa Ha Koju Az — 0.



5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

CraBspajyhn y 0Boj popmynu Az = Ax + iAy u f(z) = u + iv nobujamo

. o u(x+Ax,y+ Ay) +iv(x + Ax,y + Ay) —u(x,y) —iv(x,y) (5.14)
f'(z) = lim , :
Az—0 Ax + iAy

Axo Az — 0 no peanHoj ocu, Tj. 3a Ay = 0 oxaBne nodujamo

, o ulx+Ax,y) —ulx,y) .. vlx+Ax,y)—vx,y)
f'(z) = lim + i lim :
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

[MomTo mocroju f'(z) TO 3HAaYM Aa MOCTOje U 00e rpaHUYHE BPHUjEIHOCTH Y TOPH-0j jeIHAKOCTH,

. . ou ov .
OJHOCHO IIOCTOJ€ NapUUjaJIHU U3BOAU —— U —— U BpUJEAHU

0x 0x
, du Jv (5.15)
f (Z) = a + la.

Axo Az — 0 o umaruHapHoj oc, 1j. 38 Ax = 0 u3 (5.14) nobujamo

) o uloy+Ay)—ulx,y) . v(x,y+Ay) —v(x,y)
f'(z) = lim , + i lim , .
Ax—0 Ay Ax—0 [Ay
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

[MomTo mocroju f'(z) To 3HAYM Ja MOCTOje U 00e rpaHUYHE BPHUjEIHOCTH Y TOPH0j jeIHAKOCTH,

. . ou v
OJTHOCHO MOCTOj€ MapIiijaJIHd U3BOJIM — U ——

2y ayI/IBpI/IjeI[I/I
v  du
() — i 5.16
f@=5-is (5.16)

N3jeqnavaBamem u3Boja us3 (5.15) u (5.16) noobujamo Komu-Pumanose ycnose (5.13).0

3a m3Box ¢yukumje f(z) = u(x,y) + iv(x,y) uz Komu-PumaHoBux ycioBa MoOry ce AO0OHTH jOIII
nsuje popmyne 3a ogpehuBame n3Boaa GyHKIM]jE KOMIUJIEKCHE MPOM]EHIbUBE:

ou Jdu v dv (5.17)

f'(Z)za—la, f'(Z)=E+la.
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

Hpumjep 5.10. a) Oynkuuja f (z) = z? 3anoBosbaBa Komu-PumaHose yciose jep je

u(x,y) =x?>—y?nv(x,y) =2xyn

ou 0Jv ou dv
ax ey T T Y
y CBaKOj Ta4KH KOMILICKCHE paBHU. Bpujenn
, Ju Jv ,
f (Z)=a+la=zx+2ly=22.

0) ®yukmja f(z) = Z = x — iy Huje nudepeHnrjabuIHA HU Y jeIHOj TAYKH KOMILJICKCHE PaBHU
jep je
u " v "
ox dy

Komu-PumaHoBe jefHaunHe MMAajy CYIUTMHCKH 3HA4aj 32 (PYHKIHje KOMILUIEKCHE POMjeH/bUBE
jep mpeacraBsbajy He camo nmorpedaH Beh U 10BO/baH YCJIOB 32 AHAJIUMTUYHOCT (PyHKIHjE.

Bpujenu cibeneha reopema.

Teopema 5.2. Axo aBuje peanHe W HenpekuaHe o¢yaknuje u(x,y) m v(x,y) peaaHux
NPOMjEHJBPMBUX X,y WMajy HEMpEKHIHE TpBE MapiiujajHe H3BOJE KOJU 3aJl0BoJbaBajy Korm-
PumaHoBe jenHaunHe y HeKoj obmacTu D, oHja je komriekcHa pyukimja f(z) = u(x, y) + iv(x,y)
aHaiuTh4ka y D.
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

Hokaz: Axo pyukmmgje u(x,y) u v(x,y) umajy HEmpeKuIHe MpBE MaplidjaiHe M3BOJEC, HUXOBH
npupamrtaju Au u Av ce MOTy 3amucati y o0JuKy

Ju Ju

Au=u(x+Ax,y+Ay)—u(x,y)=an+@Ay+elp,
Ao = v+ Axy +89) — v y) = L ax+ 2% Ay +
v=v(x+Axy+A4y) —viy) = Ax 3y y + &,p,

rije je p = /Ax? + Ay?, &, = &1(p), &, = £2(p) m gy > 0,6, > 0 kag p - 0.
[Momto je Af (z) = Au + iAv, xopucrehu Komm-PumanoBe jenHaunne 1001jaMo

Af (z) _ Au+iAv
Az Ax +ilAy

ou ou dv dv
axA +6y Ay +i (6 Ax+6y Ay)+£1p+181p ~
Ax + iAy B

(Ax+ A)’)'*' ( AY+le)+£1p+i£1p_0u+,6v+ p
Ax+lAy Ax +idy — Ox Yox TS a7

raje je € = & + ig;.
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

. . . . Af(2) .
[Iymrajyhn na Az — 0, 3ak/pydyjeMo J1a IOCTOJU TPaHUYHA BPH]jEIHOCT KOJIMIHHUKA —, hmaje
OHa jeJTHaKa

ou N dv
— l —
dx d0x

Jakne, mocroju u3Bon f'(z) y mpou3BOJbHO] Tauku oOmacTd z y obmactu D ma je QyHKIHja
aHanuTuuika y D.O

Ipumjep 5.11. Oapenurn ananutuuky ¢Gyukuujy f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ako je mo3HaT WeH
peannu auo u(x,y) = x2 —y? — x.

Pjeweme: Tlomro je
dv  du v du _

— =—=2x-1, — = =
dy 0x x d0x dy
HNHuTtepaijoM U3 1pBe jeJHaYMHE 1001UjamMo

2y.

v,y) = [ (20 = Ddy +00) = 20y =y + 9 ().
Opnasne nodujamo

v
i 2y+¢'(x) =2y=>9¢'(x) =0>= @) =c.

Iakne,

f(2) =ulx,y) +iv(x,y) = x? —y2 —x+iRxy—y+c) = z2 —z+ic.o
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JEJIJHAYHMHE

AKoO ce yMjecTo anre0apcKor KOPUCTH TOJIApHU OOJIUK KOMILIEKCHOT O0poja z = r(cosO + isinf),
taga Komu-PumanoBe jeqnadnne 3a QyHKIU]Y

f(z) =u(r,0) +iv(r,6)
uMajy oOJIUK
du 10dv dv_ 10u

—=-—, —=-— 0. (5.18)
or 1rado or rof’ r>
Tana je
f'(z) = (5 +i ar)(cosé? isin®)
i
10 0
f(z) = " (% — i%}(COSG — isin). (5.20)
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

Ipumjep 5.12. Heka je f(z) = z3 = r3(cos30 + isin30).

Tana je
u(r,8) = r3cos30, v(r,0) = r3sin360.
JloOujamo
ou ou 3 .
Pl 3r“cos30, 30 = —3r°sin36
ov . v .
Pl 3r<“sin30, 30 = 3r°cos30

na BuaAuMo 1a Bpujene Komu-Pumanose jeqnaunne (5.18) 3a r > 0. lakiae, dyukuuja f(z) je
aHaJIMTUYKa y cBakoj Tauku z # 0. Y Tauku z = 0 pauyHameM 1o 1ehUHULHUjU 1001UjaMo

1) — tim [ED SO _

AZ—0 Az

0

na je GpyHkuuja aHanutuuka u 'y tauku z = 0. 13 (5.19) nobujamo
f'(z) = (3r%c0s360 + 3r2isin30)(cosO — isinh) =
312(c0s30cos0 + sin30sinf) + 3r2i(sin30cosh — cos30sinh) =

3r%(cos20 + isin28) = 3z2.
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

dyukiuje u(x, y) u v(x, y) Koje NpeacTaBbajy peaqHd 1 MMarkiHapHHU JHO aHAJTUTHYKe QyHKIH]e
f(z) 3amoBospaBajy JlamjiacoBy jelHa4YMHY, Tj. BpHjeau

0%u 0%u 0%v 0%v
=0uVv=—+-—=0.

2 +
0x? = 0dy? d0x? = 0y?

Veu =

Teopema 5.3. Axo je odyukuuja f(z) = u(x,y) +iv(x,y) anmanutuuka y obGmactu D, Tana
dyukiuje u(x,y) u v(x,y) uMmajy HempeKHaHE HapiidjajlHe M3BOjAE APYyror pexa y obmactu D u
3a/10BoJbaBajy JlamnacoBy jeqHaunny y D.

Hokasz: TlomrTo je ¢dyukiuja anamuthuka, pynkuuje u(x,y) uv(x,y) 3amoBosbaBajy Kormiu-
Pumanose jennaumue (5.13). Judepenmupamem mnpse jeanaunHe y (5.13) mo x m apyre mo y
nobujamo

’u  9%v d%u d%v

oxZ 0xdy’ day? ~  dydx

AnanuTtuuke (QyHKIHMjEe HMMajy HENPEKUJHE MaplyjajJHe HU3BOAE MPOU3BOJHHOI pefa IMa Cy
M]EILIOBUTH U3BOJIH APYTOr pena jenHaku. CabupameM y MociIeImh0] JeJHAKOCTH 1001jaMo

0’°u 0%u B

dx? * dy? 0

Tj. V2u = 0. AHanorso nokasyjemo aa je Vv = 0. o
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

dyHKIM]e KOje 3a/10B0JbaBa]y JlamnacoBy jeHaYMHYy Ha3MBajy ce xapMoHHjcke pynkuuje. [Ipema
TOME, PCaTHA ¥ UMarnHapHH JU0 aHAIMTHYKE QYyHKIIH]je Cy XapMOHHjcKe (PDYHKIHje.

Xapmonujcke ¢yukmuje u(x,y)uv(x,y) xoje 3amoBosbaBajy Komu-PumaHoBe jemHaumHe
Ha3MBajy CC KOIbYIroBaHe XapMOHHjcKe (PyHKIHje.

Haxne, ¢pyuknuja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) je anamutuyka y obmactu D ako M caMO akKo Cy
u(x,y) u v(x,y) KombyroBaHe XxapMOHHjCKe QYHKIIH]E.
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5.5. KOIIIM-PUMAHOBE JE/ITHAYMHE

Hpumjep 5.13. Oapeautu yclioBe Koje MOpajy Jia 3aJ10BOJbaBajy KOHCTaHTE a U b n1a 6u (yHKIIH]a
u = ax>+ bxy Ouga XapMOHHMjCKAa, Ha OJPEIUTH ojrosapajyhe KomyroBaHe XapMOHMjCKe
byHK1LIH]E.

Pjewere:
Vzu—62u+azu—6ax—0 >a=0=>u=bx
Cox?  0y? B B = oL
[Tomro je
Jv OJu dv du

—_— = — = —_——_—b’
oy 0Ox by, ox dy *

HMHTEPAIMjOM U3 TIPBE jeAHAYMHE T0OHjaMo
2

b
v(x,y)=b | ydy + o) = % + @ (x).

Opnasne nodujamo

ov 1 ) @) bx?
0x P ad 2 .
Jake,

f(2) =u(x,y) +iv(x,y) = bxy +%b(y2 —x2+0).o
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5.6.EJIEMEHTAPHE ®YHKIHUJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

» Exkcnonenuyujanna ¢pynkyuja

Excnonenimjanna ¢pyukiuja e?, z = x + iy neunuire ce momohy popmyie
e? = e*(cosy + isiny) (5.21)
Axo je z = x peanan Opoj Tana je dynkiuja e’ = e* na je pyHKIHja e” MPUPOTHO MPOITUPCHE
peajHe eKCIIOHEHIIM]jaTHe (PYyHKIIH]€E.
dyuknuja (5.21) je nujena pyukuuja jep pyHkiuje
u(x,y) = e*cosy n v(x,y) = e*siny
MMajy HENpeKuJIHE TapiyjajHe H3BOJAE NPBOr peaa Koju 3aaoBoJsbaBajy Komm-Pumanose

JeIHAYMHE Ha 11jeJI0] KOMIUIEKCHO] paBHU. [Ipema Tome, u3 (5.15) nodujamo

d
(e?) = Ep (e*cosy) + i@ (e*siny) = e*cosy + ie*siny = e”.

Jlako ce mpoBjepaBa J1a BpHUjeIu

ezlezl — ezl'l'zll



5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

v 3a z = iy ngobujamo popmyiry
e = cosy + isiny

kojy HaszuBamo OjiaepoBa ¢opmyna. Ona omoryhaBa na ce KOMIUIEKCaH Opoj Yy
TPUTOHOMETPH]CKOM 00NUKY Z = 17 (cosO + isinf) 3anuiie y o0JIuKy

z=re'?,

v U3 Ojnepose popmyite mobuja ce Be3a usmely koncranru e, 7, 1, i, 0:
e™ +1=0.
JenHa om OCHOBHHUX pa3jiuMKa KOMIUIEKCHE €KCTHOHEHIHjaiHe (DYHKIHUje Yy OAHOCY Ha (yHKIH]E

peanHe TPOMjeHIbMBE jecTe mepuonuuHoct Gynkmnuje e?. OyHKIUja e? je mepuoguvHa W HCH
nepuon je 2mi jep je

zZ+2mi

e = eZ 3a CBAaKoO Z.

C 003upoM Ha IIEPUOJAMIHOCT, 00IACT BpHjeqHOCTH (QYHKIMje e 3a1aTe Ha 1IH]eI0] KOMILIEKCHO]
PaBHHU jeJIHAKA j€ BpUJeIHOCTH T€¢ (QYHKIIM]E 3aJaTe HA XOPU30HTAHO] Tpalu

—n < Imz <.

OBy Tpaky Ha3MBaMO OCHOBHA 00J1aCT eKCMOHEeHIUjaIHe PyHKIMje.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

3a MOAYJ U apryMEHT €KCIOHEeHIIHjalHe QyHKIHUje T00rjaMo
le?] = e*, arge? =y + 2kn, k € Z.
Opnasne nobujamMo W APYTYy CYIITHHCKY Pa3lIMKy Y OJHOCY Ha (yHKIM]je peajHe IPOMjCHJbUBE.

Haume, mnomro je |e?| = e* # 0 3akmpyuyjemo na je e? # 0 3a cBako z. Takohe, pyHkiuja e?
y3KMMa CBE BPUjEIHOCTH M3 CKyIla KOMIUIEKCHHX OpojeBa OCHM HYJIE, Tj. jeHAUYNHA

eZ

=w
j€ pjelnBa 3a cBaku KomIiekcan 6poj w # 0. Ona uma 0€CKOHA4YHO MHOTO pjeliemha 00nKa

z=x+1iy = In|lw| + i(Arqw + 2km) = In|w| + iarqw.

Mpumjep 5.14. a) V3pauynaru e'. 6) Pujemuty jenHaunny: e? = —1 + i .

Pjewerme: a) et = e®(cos1 + isinl) = cos1 + isinl.
6)e?=—-1+i ¥tV = \/f(cos%n + isin%n).
OnaBae nodujamo

ex=\/§/\y=%+2kn,kEZ:zz%ln2+i(%n+2kn),k€Z.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

" Tpuzonomempujcke u xunepooiuuke Qynkyuje

N oBpje mocraB/bamMo 3axTjeB Aa AeuHUIM]a OBHX (yHKIHja Oyje MNPOIIUPEHE pealHUX
TPUTOHOMETPUJCKUX U XxunepOoonuukux Qpynkiuja. U3 nedunuimje ekcnoHeHujaiHe GyHKIMje 3a
Z = ix 1o0ujamo

e = cosx + isinx, e ™ = cosx — isinx
ma je
elx _|_ e—lx . elx _ e—lx
COSX = ———— sinx = ————
2 ' 2i
OBo cyrepuiiie AePUHUIN]Y TPUTOHOMETPHUJCKUX (QYHKIH]aA 3a Z = X + [Y:
elz 4 o-iz . elz _ p—iz (5 22)
€08z = ———, Ssinzg = ————. '
2 21
Takohe nedunumemo
sinz coSsz
tgz = ctgz = ——.
92 = Cosz’ 92 = Sinz

DyHKIH]E COSZ U SinZ Cy uujene GyHKIHje Jep J€ U eKCIOHEeHIINjanHa PyHKIK]ja ujena GyHKIuja.
Oyukuuje tgz u ctgz HUCy 1Kjese jep HUCY HU AedUuHUCcaHe Y 1IU]eI0j KOMIUIEKCHO] paBHU. OHe
Cy aHaJINTUYKE y CBUM TauyKaMa y KOjuMa cy ae(puHuCaHe.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

Kopucrehu uzBoj ekcrioneHjanue GyHkKIje 1001jamo

1 1
(cosz)' = —sinz, (sinz)' = cosz, (tgz)' = = (ctgz)' = ————.
cos?z sin’z
Crasspajyhn y (5.22) z = x + iy nobujamo
cosz = cosxchy — isinxshy, sinz = sinxchy + icosxshy (5.23)

raje cy dynkuuje chy u shy nepunucane Ha yoOu4yajeHH HA4uH.
KommiekcHe (yHKIIM]e COSZ U SinZ cy NepUoANYHE U UMa]y niepuoj 2.

[TocToju cymTHHCKa pasjinka u3mely pealHux U KOMIUIEKCHUX TPUTOHOMETPHUJCKUX (YHKIIH]A.
Jlok cy peanHe TpUTOHOMETPHjCcKe (QYHKIIM]€ OTpaHUYEHE, KOMIUIEKCHE (DYHKIIM]E€ COSZ U SiNZ TO
Hucy. Hauwme, u3 (5.23) nobujamo

|cosz|? = cos?x + sh?y, |sinz|? = sin?x + sh?y.
[Tomro shy — oo kama y — 00 ogaBiae J00HjaMO

|cosz| - oo, |sinz| 5 o0 (z > o)

na cy KOMIUJIEKCHE TPUTOHOMETPHUjCKE PYyHKIM]e HEOTpaHUYECHE.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

Kommnekcue xunepbonnuke GyHKIHje 1ehUHUIIEMO Cca

e +e 2 ez —e 2
=T T
shz chz
thz = %, cthz = E

dyukuuje chz u shz cy uuvjene QyHKIMje U IPU TOME j€

(chz)' = shz, (shz)' = chz.

N3melhy KOMIIEKCHUX TPUTOHOMETPH]JCKUX U XUTIepOoInuKkux (QyHKIIHja BpUjene cibeache Bese:
chiz = cosz, shiz = isinz,

cosiz = chz, siniz = ishz.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

Ipumjep 5.15. a) Uspauynaru sin(1 + i). 0) Pujemutu jeqnaunny cosz = 5.

Pjewere: a)
el(1+l) _ e—l(1+1) e~ 1+l _ pl1-i

(141 = sing = _ _
sin(1 + i) = sinz 57 57

1 . . 1 .
5 (e_l(cosl + isinl) — e(cos1 — Lsml)) = (cosl(e‘1 —e) +isinl(e™! + e)) =

e+el e—e 1 , ,
sinl + icos1 = sinlchl + icos1lchl.
0)
ez 4 g~z . . .
cosz=5(:)T:5(:)eZLZ—1Oe‘Z+1=0(:>e‘2=512\/g.
Jobujamo

z = 2km — iln(5 + 2V6),k € Z.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

s Jlocapumamcka ¢pynkuyuja

IIpupoanu sorapuram Inz kommiekcHor Opoja z = x + iy nepUHUIIE C€ KAa0 KOMIUJIEKCaH Opoj
W TakaB Ja je
eV =2z2z+0.

Jloraputamcka ¢yHKIIM]ja J€ ”HBEpP3HA (PYHKIIM]ja €KCTIOHEHIMjaTHEe PYHKITH]E.

Axo craBuMOo W = U + iv u z = ret? n001jamo

UtV — 4 oif
Jla 6u Bpujenuia ropma JeTHAKOCT MOpa OUTH

|eu+iv | — |rei9| A arg(euﬂ'v ) — arg(rew).

Opnasne nodujamo
e =rAv =20+ 2km, k € Z.
TJ.
u=InrA v=20+ 2km.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

IIpema Tome

w=Inz=u+iv=Inr+i(6+ 2km),
TJ.
w = Inz = In|z| + iargz. (5.24)

[Tomto je argz Bume3sHayHa QyHKIuja, 1o06ujamo aa je u Inz takohe Bume3nauna gyHkumja.

Bpujennoct Inz koja oaroBapa IJIaBHO] BpHJEAHOCTU aprymMeHta Argz Ha3uBa ce IVIaBHA
BPUjEAHOCT JIOTAPUTMA U O3Ha4aBa ca Lnz. /lakne

Lnz = In|z| + iArgz. (5.25)

[Tomro je Argz (z # 0) jenuHCTBEH, IJIaBHa BPHJEIHOCT JoTrapuT™Ma Lnz je jeaHOo3HayHA
dyHK1IH]a.

N3 (5.25) u (5.24) nobujamo
Inz = Lnz + 2kmi, k € Z. (5.26)

AKo je z mo3uTHBaH peajiaH 06poj, tj. z = x,x > 0, taga je Argz = 0, na je
Lnz =In|z| = Lnx = Inx
na Lnz npeacraBiba peasHu MPUPOTHH JIOTAPUTAM.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

AKo je z HeratuBaH peajiaH 0poj, tj. z = x,x < 0, tana je Argz = m, na je

Lnz = In|z| + wi = Lnx = In(—x) + .

Jlakie, y peajiHOj aHaJu3| JIorapuTaM HEraTUBHOT Opoja He MOCTOjH, JIOK € Y KOMIUIEKCHO] aHaJUu3H
jJoraputamcka QyHkiuja neduHrucana 3a ceako z # 0,

v’ 3a KOMIUIEKCHY IPUPOIHH JIorapuTaM Baxke popMyJie aHajaorue GopMysiaMa U3 peajHe aHalu3e:
Z1
In(z;z,) =Inz; +1nz,,In P Inz; —Inz,.
2

®dopwmyna (5.26) 3a ukcupano k € Z npeacrasiba jeqHo3HauHy QyHKIH]Y. CBaka o1 TUX QUHKIIH]A
je aHaJuUTHUYKa CByJa OcMM y Taukd z = 0 M y Taukama ca HETaTMBHOT JHjejia peajHe oce.
Kopumhewem popmyna (5.15) 3a onpehuBame n3Boga 1o6mja ce 1a je

(Inz)' = i, (z HUje HeraTUBaH HU HYJA).
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

Ipumjep 5.16. U3pauynaru a) In2i, b)lne, v)In(—e).

Pjewerme: a) In2i =In2 + i (g + an) Jk € 7.

3a k = 0 gobujamo rmaBHy BpHjeaHOCT Joraputma Ln2i = In2 + ig.

0) Ine = Ine + 2kmi = 1 + 2kmi, k € Z.

3a k = 0 gobujamo rIaBHy BpHjeIHOCT Joraputma Lne = 1.

B) In(—e) = Ine + i(mw + 2kn) =1+ i(w + 2kn), k € Z.

3a k = 0 gobujamo rIaBHY BpHjeaHOCT jJoraput™ma Lne = 1 + im.
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

" Onwma cmenena pynkuyuja

Onmra crenena ¢pynkumja nedunuiie ce momohy gopmyse

7€ = eclnz (5-27)

rjje je ¢ KoMIuieKcaH opoju z = x + iy # 0.

[TomTo je dbyHKIMja InZ Bume3nayHa, To je U pyHKNHja z° BUMEe3HaYHa. Bpujeqaoct

c cLnz

Z  =e

CC Ha3uBa IJ1IaBHa BpI/IjeI[HOCT OIIITEer cTemeHa z°.

: : . . : 1 :
Ako je ¢ = +n,n € N rana je pyHkuja z¢ jeqno3HauHa. AKO je ¢ = — Tajaje

1
= % =en
VY oBoM ciydajy mobujamMo n paziMuUTHUX BPHUJEAHOCTH M —TOT KOpHUjeHA. AHAJIOTHO aKko je ¢
IIPOM3BOJbAH pallMOHalIaH 0poj Z© MMa KOHAYHO MHOTO Pa3IMYUTHX BPUjEIHOCTH. Y CBUM JPYTUM
ClIyd4ajeBUMa, OIIITa CTereHa PyHKIMja Ma O€CKOHAYHO MHOTO Pa3IUUYUTUX BPU]EIHOCTH.

3|m

Inz
z¢ =1z )
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5.6. EJIEMEHTAPHE ®YHKIHJE KOMIIJIEKCHE ITPOMJEH/bUBE

Ipumjep 5.17. OnpexuTy r1aBHy BpujeaHoct onmrer crenena (1 + i)27L.

Pjewerve:

(1 . , 1
(1 n l.)z_i _ e(z_i)l’n(l'l'i) — e(2—l)(§ln2+l%) — eln2+%+1(%—§ln2) —

2+ (n 1l2>+" (n 1l2) _2%(_ ln2+, an)
e cos (= —5in isin|> —5In2) | = 2e*|sin—-+icos—-).

" Onwima eKChOHEeHYUjIHA PyHKYUja

Onmra ekcnoHeHIUjIHA PYHKIMja nedUHUIIE CE ca

zlna (5.28)

VA

a” =e

raje je a # 0 xkomrmiekcaH 0poj.
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5.7.NIPECJINMKABAIHA IIOMORY KOMIUVIEKCHUX ®YHKIIHJA

Hexka je
w=fz)=u+iv (z=x+1iy)

KOMIUIeKCHa GyHKIIM]ja AepuHucana Ha ckyny D z-paBHu u Heka je D™ cKyn HEHHX BPHU]JEIHOCTH Y
w-paBHd. OyHKIHU]Yy f MOXEMO MOcMaTpaTH Kao MpecirKaBame Koje CBakoj Tauku z ckyma D
NpUAPYXKYje TauKy w ckymna D ™.

Axo je f 1-1 npecnukaBame Taja ce cBakoj Tauku z €D mpuapyxyje jeqna tauka w € D*. Taga je Ha
ckyny D* onpeleno npecinukaBame z = h(w) HHBEpP3HO mpecinkaBamwy W = f(z). Bpujenu

f(h(w))=w,weD* uh(f(z)) =z2z€D.

Axo je C Heka kpuBa y D, oHJla cliMKe Tayke KpuBe AoOHjeHe momohy mpecnukaBamwa f dhopmupajy
ciuky KpuBe C. AHanmorHo ce onapelyjy cinuke npyrux ckynoBa u3 D. ['eomeTpujcKko mpoydaBame
KOMIUIEKCHUX (PYHKIIMja ce BpIIM Tako JAa ce ojpelyjy CIuKe HEKHUX jeJHOCTABHUX 3aTBOPEHUX
KpUBUX, (haMIINja KPUBUX WJIU 00JIACTH.



5.7. IPECJIMKABABA IIOMORY KOMIVIEKCHUX ®YHKIHJA

= Jlpechukasawe w = az + b,a # 0

JIuneapna gyHkImja
w=f(z)=az+b,a+0 (5.29)

r7je cy a U b KoMIUIeKCHU OpOjeBH, je 000CTpaHO jeTHOZHAYHO MPECIMKaBambe Z-paBHU Ha W-paBaH.
Axo je b = 0 Taga uMaMoO MPECIUKABAHE

w=f(z)=az,a+0 (5.30)

mna je
lw| = |al|z|, argw = arga + argz.

[Tpema Tome, npecaukaBame (5.30) Bpum aedopmaiinjy ca gakropom |al (3a |al > 1 usayxyje a 3a
la] < 1 ckpahyje) u potanujy 3a yrao @ = Arga.

v’ TlonynpaBa Argz = 6 npeciukaBa ce Ha monynpaBy Argw = 6 + a, a kpyxuuna |z| = r Ha
KpykHHLIY |W| = |a]r.

v Ako jey (5.30) |a| = 1 Tana je mpeciukaBame W = az poTaigja 3a yrao d.
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5.7. IPECJIMKABABA IIOMORY KOMIVIEKCHUX ®YHKIHJA

[IpecnukaBame (12.44) MOkEeMO CXBAaTUTU KAO0 KOMIIO3UIIN]Y MPECTUKaBaba

iArga
)

w; = |alz, w, = w;e w=w,+b,

IpH YeMy TIPBO MPECIUKABabEe MPeICTaBba Aehopmaliijy ca pakTopoMm |a|, Ipyro poTaiujy 3a yrao
Arga u tpehe TpaHcaanujy 3a BEKTOp b.

IIpumjep 5.18. Onpenutu cauky o6acTu

D={z=x+iy:|z| <1Ax=0,y >0}

P IPECIINKABAY
w=fz)=>0+1iz+I.

Pjewerve:
. TT
wy =V2z,  wy,=wie's,  w=w,+i
Jlaxkue,
[
lwy| = \/E|Z| <2, 0 < Argw; < >
i T T 3n
w, = wie't = lwy| = |wy| < V2, Argw, = Argw, +Z =7 < Argw, < i
T 31
w=w,+i2|w—i|l=|w| <V2, ZSArg(w—i)ST.
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1
= [Ipecnuxkasarwe W = -

dyHKIHM]a

w=f) =~ 31

je neuHMCcaHa y CBUM Tauykama KOMILJIEKCHE paBHU ocuM y Tauku Z = (. CBaka Tauka KOMILJIEKCHE
W-paBHU je CITMKa HEKe Tadyke Z-paBHU, ocuM Tauke W = (. AKO KOMIUIEKCHO] Z-paBHH J0J1aMO
OECKOHAYHO JIaJIeKy TauKy Z = o0 J00HjaMO MPOIIMpPeHYy KOMILUIEKCHY Z-paBaH. Dynkiuja (5.31)
npe/cTaBba 0OCTPAHO JeIHO3HAYHO MPECTUKABALE MPOLIUPEHE KOMIUIEKCHE Z-pPaBHU Y MPOLIUPEHY
KOMIUIEKCHY W-paBaH. Tauka z = oo ce ciimka y Tauky w = 0 1 tauka w = 00 y tauky z = 0.

Axo craBumo z = re'? no0ujaMo

1 . 1
—i6
w=——=—-¢eY > |w|=—, Argw = —Argz = —0.
5= lwl —,Arg g
OpaBae nobujaMo Ja ce MojdylpaBa argz = @ TpeciiiKaBa Ha TOJYyNpaBy argw = —a, JOK ce

1
Kpy)KHHUIA |z| = R npeciaukaBa Ha KPYXHUITY |[w| = -

Kpyr |z| < R npecnukaBa ce Ha obmact |w| > %.
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Ipumjep 5.19. Oapenuru cnuky obmactu D u3 [Ipumjepa 5.18 mpu npeciukaBamby w = f(z) =

1

Z

Pjewere: |w| = 1,—% < Argw < 0.
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» [Ipecnuxasarwe w = €*
OnpenuheMo cMKe HEKUX KapaKTepUCTUUHUX JIMHU]Aa U 00JIaCTH.

v’ Heka je nara npaBa Rez = a = const. Tana je
w = e = e(cosy + isiny) = |w| = e* Aargw = y € (—m, m].

Jlaxie, civka npaBe Rez = a = const. je Kpy>KHUIIA MOIyIpeuHuka e,

v' Hexka je mara npaBa Imz = b = const. Tana je
w = e*tP = eX(cosh + isinb) = |w| = e* > 0 Aargw = b.

Haxne, cnuka npaBe Imz = b = const. je momynpaBa argw = b.

Ipumjep 5.20. Onpenutu cauky npaBoyraonnka 0 < x <1 /\% < y <1 npu npeciukaBamy
w = e?

Pjewerve: Ilpae x = 0 1 x = 1 ciaukajy ce Ha Kpy>KHUIIE OJYNIPEUYHHKa 1, OTHOCHO e, 1a ce 00J1acT
0 < x <1 ciuka Ha kpyxHu npcred 1 < |w| < e.
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IIpaBe y = % M y = 1 ciaukajy ce Ha MOJynpaBe argw = % u argw = 1 na ce obnact % <y<l1

1 : :
ClMKa Ha - < argw =< 1. Haxkie, cnuka obmactu D je 001acT orpaHUyeHa UjeIOBUMA KPYKHHULIA U

MOJTyITPaBUX.
v A
y*ﬂ‘ C
1 Ersacgnsns
S 8
> |
1 x !
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