YHUBEP3UTET Y bAKLOJ JIYLIH
MAIIUAHCKHU ®PAKYATET

MATEMATHUKA 3- [IPEJABAIHA

Akagemcka 2017/2018

3. KPUBOJIMHUJCKHU NHTEI'PAJIN

3.1. KpuBOJIMHUjCKM UHTErpa/ii IpBe BpcTe
3.2. KpuBOJIMHUjCKM UHTErpaJiy Apyre BpcTe

3.3. I'puHoBa Teopema

JIMTEPATYPA: Momup B. henuh, MatemaTuka I, Mamuucku ¢pakyartet, bawa Jlyka, 19971

HactaBHUK: Busbana Bojsoauh

1Y npunpemu npeziaBarma KopuiinheHa je v Kibura Marematuka, Mustomr Tomuh (Csjetsioct, CapajeBo, 1988)



3. KPUBO/IUHUJCKHU UHTETPAJIN

v KpUBOJIMHHUjCKA HMHTErpajl IPEACTaB/ba NPUPOAHO yoIuureme oapeheror (Pumanosor)
UHTETPAJIA.

v" Jlok ce ko oapeheHor unrerpaa Bpiiy HHTErpaiuja peaintne QyHKIuje Koja je nepunucana 3a
a<x<b, Iyx x —oce o1 a 10 b, KOJ KPUBOJUHH]CKOT UHTErpajia UHTETPATUMO PyHKIIU]Y
Koja je neuHucaHa y CBUM Taukama KpuBe C, TyK T€ KpHBE.

v AKO HMHTErpanumo ckanapay GpyHkujy aeduuucany Ha C, OHIA Ce paid O KPHUBOJHHHjCKOM
HHTErpajy mnpBe BpPCTe, a aKO HWHTErPAIMMO BEKTOPCKY (YHKIH]Y OHJAa C€ pagud o
KPHUBOJIMHUjCKOM HHTErpaJjy Apyre BpcTe.



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

3.1. KpMBOJIMHMjCKX UHTETrpaJI IpBe BPCTe

Hexka je C pextudukadbuiHa KpuBa y IpoCcTOPYy U HEKa je
r(s) =x(s)i+y(s)j+z(s)k, 0<s <], (3.1)
IBCHA NMPUPOIHA MapaMmeTpu3aiivja (1 je my>xuHa kpuse C).

Hexkaje r(s) = (x(s),y(s), z(s)) tauka y mpoctopy uuju je paaujyc-ektop r(s). Tauke A = r(0) u
B = r(l) npencrassbajy mouetak u kpaj kpuse C.

Heka je f (x,y, z) ckamapHa pyHK1rja qe¢puHICcaHA U OrpaHUYeHa Ha C.

HNedununmja 3.1. KpuBoamHHjcKu MHTErpaJ nmpBe BpcTe cKalapaHe QpyHkuuje f mo KpuBoj C
neduHwuIIe ce ca

l
j fds = j f(r(s))ds. (3.2)
Cc 0



3. KPUBOJIMHUJCKHA MHTET'PAJI

v’ Ilocrojame M OCOOMHE KPUBOJIMHMjCKOT MHTErpaja Be3aHe Cy 3a IOCTOjabe U OCOOMHE
onrosapajyher oapehenor nHTerpana. Ykoiauko je pyHkiuyja f HenpekuaHa Ha C, OJHOCHO aKo
je dynkumja f(r(s)) nenpexuana 3a 0 < s < [, Taga mocToju UHTETpai [ cfds.

v Ocobure oapeljeHor HHTErpaia ce MPeHoce Ha KPUBOIMHU]CKH HHTErpal. Bpujeau:

1. fc ds =1, [je nyxuna kpuse C,

Z.fC kfds =kfcfds, k je koHCcTaHTA,
3.f(f+g)ds=ffds+jgds,
C C C

4.].fds = fC1 fds + sz fds, rtnje je xpuBa C nmoaujesbeHa Ha nykose C; u C,.

v’ ®opmyna (3.2) HHje MOrojgHa 3a pavyyHame KPHBOJIMHHUjCKOT HHTETpaja jep HHje YBHjEK
JETHOCTABHO OAPEAUTH MPUPOAHY NapaMmeTpu3zanujy kpuse C. 3aTo hemo uzBectu hopMyy 3a
padyyHame KPUBOJIMHHUJCKOT MHTErpajia ako HaM j€ yMJECTO MPHUPOJIHE IMO3HATa MPOU3BOJbHA
napaMeTpcKka pernpeseHTanuje kpuse C.



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Teopema 3.1. Heka je C riatka KpvBa U HEKa je
r@®) =x@i+y@®)j+z0Ok, a<t<b, (3.3)

MPOM3BOJbHA MpaMeTapcKa pernpe3eHTamyja Te kpuse. Ako je pyHkiuja f HenpekuaHa Ha KpuBoj C
Tajaa je

b
j fds = f fr@®)r' @®)dt. (3.4)
C a

Hoxkas: Y onpehenn unrerpan y (3.2) yBogumo cMmjeny s = s(t), raje je mapamerap S Ay KHHA JyKa
t
s(t) = j | (w)|du. (3.5)
a

[MomTo je C rnaTtka kpuBa, S(t) je crporo pactyha u HenmpekuaHO-Au(epeHinjaduiHa GyHKIH]a jep
je
s'(t) = |r'(t)| >0, (3.6)

1a je U ’eHa nHBep3Ha yHkIrja t = t(s) Takohe cTporo pactyha u HempekuaHo-aubepeHIjaduiHa
dyukmmja. Uz ds = s'(t)dt = |r'(t)|dt, s(a) = 0u s(b) = [, nobujamo

[ F(r())ds = [7 f(r®)Ir' (©)lde

0JTHOCHO Jobujamo hopmyny (3.4). O



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

v U3 (3.3) u (3.4) nobujamo dopmyimy:

b
j fds = j F(x(©), O, 2O T O + O + (Z Oz, (3.7)
C a

v' Ako je C 1uo 1O JWO IJIaTKa KpUBa cacTaB/beHa Of Tiartkux jykosa Cy,Cs,, ....,C, Tama ce
JIMHU]JCKU UHTErpaJl pBe Bpcte neduuuiie nomohy dhopmye

fcfds=fcfds+Lde+"'+Lde-

1 2 n



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Hpumjep 3.1. U3zpauynaru

j(xz + y% + z%)ds
c

10 KPY>KHOj 3aBojHuIM r(t) = acosti + asintj + ctk, a > 0,c # 0 ox tauke A(a,0,0) mo Tauke
B(a,0,2mc).

Pjewere: Tauku A onrosapa Bpujeanoct napamerpa t = 0, a tauku B t = 2n. Umamo

r'(t) = —asinti + acostj + ck, 7' (t)| =+ a? + c?
U 1001jaMo
2T

f(xz + y% + z%)ds = (a%cos?t + a?sin’t + c?t?)y/a? + c2dt =
c 0

2T 8
Va2 + czf (a? + c?t?)dt =+ a? + c? (Znaz + §n3cz).|:|
0



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

v TTokaxuMo cajia Jja KpUBOJMHUjCKH MHTETPAJI IPBE BPCTE HE 3aBUCH O] OPHjEHTAIIN]E KPUBE.

[Mpuponna mnapametpusaija r =1r(s), 0 < s <1 kpuBe C onmpehyje opujeHTAIUjy OJ TadKe
A =1r(0) mo tauke B = r(l). Ako yBeaeMo cMmjeHy S = | — u a00HjaMO HOBY MapaMeTpU3AIIN]y
kpuBe ¥(u) = r(l — u) Koja uma opujeHTannjy oa tauke B 1o tauke A . Jlobujamo

l 0 [
_fds = f f(r(s))ds = — f fr(l—uw))du = j f(F)du = | fdu
AB 0 l 0 BA

OJTHOCHO Jla Cy MHTerpainu no jdyky AB wu mo nyky BA jennaku. J[akie, KpUBOJWHU]CKHA UHTETPal
MIPBE BPCTE HE 3aBUCH O] OPH]jCHTAIIN]€ KPUBE.

Ipumjep 3.2. I3pauyHaTu KpUBOJIMHU]CKUA UHTETPAI

L(x + y)ds

1o Tpoyriy uuju cy Bpxosu Tauke 0(0,0), A(1,0), B(0,1).



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Pjewere:

.Vf f(x +y)ds=| (x+y)ds+
\\ B(0,1) ¢ o4
f_(x + y)ds + f_(x + y)ds
A(1,0) AB BO
TN 2 — . .
3a nyxx OA mapamerapcka pernpeseHranuja je r(t) =ti, 0 <t < 1:

1 1
(x +y)ds = j tdt = —.
0A 0 2

3a nyx AB numamo napametapcky penpesenramujy r(t) = (1 —t)i+tj, 0 <t < 1,maje

1
_(x+y)ds=\/§j dt = /2.
4B 0

3a 1y BO nmamo napamerapcky penpesentanujy r(t) = tj, 0 <t < 1,maje

1

1
j (x+y)ds=j tdt = —.
BO 0 2

Jaxne, [.(x+y)ds =1+ V2.



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

v’ TIpuMjeHe KPHBOJIHMHUjCKOT HHTErpasia

» Pauynare mace kpuse

Ako 3amucauMo KpuBy C Kao TaHKY KHUIy MPOMjEHJbUBE TYCTHHE p(X, Y, Z) Taja ce Maca Te JKHIIC
neduHUIIIEe KA0 KPUBOJIMHHU]CKU MHTETpaJl IpBe BpcTe PYyHKIH]jE O

m= fcp(x, y,z)ds.

= Oodpehusarve yenmpa mesxnce ncuye

Ilenrap Texe xwuie ce aepuHuIIe Kao tauka (X, y, Z) unje Cy KOOpaAnHaTe

1 1 1
X = Efcxp(x,y,z)ds, y = E-Lyp(x,y,z)ds, Z = ajczp(x,y,z)ds.

* (Odpehusarve Momenma unepyuje Kpuse

Axo je d(x,y,z) pacrojame Tauke (x,Yy,z) kpuBe C onx Heke oce L, Taga ce MOMEHAT MHEPIIH]E
neduHuIe ca

I =j d?(x,v,2)p(x,y,z)ds.
c

MomenTH MHEpLIUje Y OHOCY Ha KOOPJIMHATHE OCe 03Ha4aBajy ce ca Iy, [, I.

10



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.3. Onpenutu Macy Jiyka KpyxHutie x = cost,y = sint,0 < t < m aKko je beroa rycTuHa
plx,y) =y.

Pjewere:

T
m = jp(x,y,z)ds = jyds =j sintdt = 2.
C C 0

IIpumjep 3.4. izpauynatu MmomeHat uHepuuje I, KpyxKHE 3aBOJHUIIS
r(t) = acosti + asintj + ctk, 0<t<2m, a> 0,c#0
uyja je ryctuna p(x,y,z) = x% + y? + 22,
Pjewerve:
L, =j d?(x,y,z)p(x,y,z)ds.
C

[Tomto je pacrojame Tauke 3aBojHuue (x,y,z) ox oce z jenHako d?(x,y,z) = x? +y?, u3
jennaunHe 3aBojHuIE 100ujamo d?(x,y,z) = a’ mna je

I, = azj p(x,vy,2z)ds = a’m,
C
r7je je m Maca Kpy>kKHe 3aBOJHHIIE Koja je oapehene y [Ipumjepy 3.1. Jlakiie MOMeHAT HHEPIIH]E je
8
I, = a?\a? + c? (2na2 + §n3c2).

11



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

3.2. KpuBOJIMHMjCKHM MHTErpaJl gpyre Bpcre

Hexka je C rinatka KpuBa y IpoCTOPY M HEKa je

r@®) =x@®i+y@®)j+zOk, a<t<b, (3.8)
jenHa mweHa nmapamerapcka penpesenranuja. Tauke A = r(a) u B = r(b) npencraBibajy moyerak u
Kkpaj kpuBe C. CmaTpahemo 51a je KpruBa MO3UTUBHO OPHjEHTHCAHA, Tj. Y CMjepy pacTa rmapaMerpa, o1
tauke A 1o tauke B.

Heka je F(x,y, z) BekTopcka dyHknuja AedrHrCcaHa U orpaHudeHa Ha C.

HNedpununmja 3.2. KpuBoJnHUjCKU UHTErpas aApyre Bpcre BekTopcke ¢pyHkuuje F mo kpuBoj C
03Ha4aBa ce ca [ o F - dr u nepunnmre ca

b
j F-dr= j F(r(t)) - r'(t)dt. (3.9)
C a
Crasipajyhn y popmyny (3.9) F = Fji + F,j + F;k, v’ (t)dt = dr = dxi + dyj + dzk nobujamo

b
jp - dr = jFldx + Fydy + Fzdz = j (Fix' + F,y' + F3z')dkt. (3.10)
Cc Cc a

12



3. KPUBOJIMHUJCKHA MHTET'PAJI

v' Axo je kpuBa C 3aTBopeHa KpuBa, 1j. r(a) = r(b), 06muno ce ymjecto [ ¢ F * dr xopucru o3Haka
§.F-dr.

v Ako je F menpexkugna QyHKIMja, U3 yciosa Aa je C riaTka Kpusa, 700MjaMo 1a je QpyHKIuja
F - ' Henpexuana Ha uHTEpBaiy a < t < b, ma oapehenn unrerpan usz popmyie (3.9) mocroju.

v' Ako je C 1uo 1O JWO IJIaTKa KpUBa cacTaB/beHa Of Tiartkux jykosa Cy,C,, ....,C, Tama ce
JIMHU]JCKU UHTErpall Apyre BpcTe Aedunuiie momohy Gopmyse

fF-drzj F-dr+jF-dr+---+j F-dr. (3.11)
Cc C C

1 2 Cn

v TlomTo je KpUBOJIMHMjCKH MHTErpail Apyre Bpcre aeduHHMCcaH MoMohy oxpeheHor mHrerpana,
ocoOuHe oapeheHor nHTerpana ce NpeHoce U Ha KPUBOJIMHU]CKUA UHTErpail. Bpujenu:

1. JkF-dr =kfF-dr, k je KOHCTaHTa,
C c

2. f(F+G)dr=der+der,
c C C

3. [.F-dr =fch dr + fCZF-dr, raje je kpuBa C moaMjesbeHa Ha nykoBe C; u C,, KOju

MMajy UCTYy OpHJEHTalU]y Kao u kpusa C.

13



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.5. U3pauyHaTH KPUBOIMHHU]CKHM HHTErpai [ cF-dr, F(x,y) = xyi+ (x +y)j rajeje
a) C oacjeuak mpase y = x ox 0(0,0) mo B(1,1),
6) C nyx napabone y = x2 ox 0(0,0) no B(1,1).

Pjewerve:a)
JF-dr=nydx+(x+y)dy
C C
C:r(t)=ti+tj, 0<t<1, dx =dy = dt
Nmamo
1 4
jF-drzj (t? + 2t)dt = =
C 0 3
0)

C:r(t)=ti+t?, 0<t<1, dx = dt, dy = 2tdt
17

1 1
3
jF-dr=f (t3+(t+t2)2t)dt=j (t3+ (t+t2)2)dt =—+=-=—.
c 0 o 4 3 12

14



3. KPUBOJIMHUJCKHA MHTET'PAJI

Hanomena: KpuBoiamHUjCKM HMHTErpajl JApyre BpPCT€ Y OIIITEM CIyda]y 3aBUCH OJ IyTame
WHTErpaiyje, a He caMo o]l Kpajibux Tadaka. [log oapehennm ycrnoBuMa KpUBOJIMHUJCKU UHTErpall
Apyre BPCTE 3aBUCU CaMO OJ1 Kpajibux Tavaka (Buajetu Ilornasibe 4.8).

v UcnuraheMo cajga mHoHalIame KPUBOJIMHMjCKOT HMHTErpaja Ipyre BpCcTe IpH H300py apyre
napamerpusaiuje kpuse C.

Heka je t = h(u) nudepennujadbuaHa peanna GyHkIpja qedruHICaHa Ha HHTEpBaTY o < U < 8 mpH
yemy cy Bpujeauoct pyukuuje h(u) us unrepsana [a, b]. Heka je u3Bog h'(u) # 0 naa < u < .
Tana BekTopcka QpyHKIIM]ja

Ffw) =r(hw)), a<u<p

npe/icTaBha HOBY MapaMeTapcKy penpeseHtanujy kpuse C. OBa HOBa mapameTpusaija oapehyje
UCTY WM CYIIPOTHY OpHUjeHTalujy KpuBe C, y 3aBUCHOCTH OJ Tora ja Jiv je u3sox h'(u) mosurusan
WM HeraTuBaH Ha a < u < 3. Bpujenu cipeaeha reopema.

15



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Teopema 3.2. Heka cy r=r(t),a<t<b u ¥=7u),a<u<p nBuje mapaMmerapcke
penpesenrtanuje riaatke kpuse C. Taza je

jF-dr=fF-df' (3.12)
C C
ako r u ¥ onpelyjy ucty opujentanujy kpuse C a
JF-dr=—jF-d1~' (3.13)
C C
ako r u ¥ oapelyjy cynpotHy opujeHTaiujy kpuse C.

Hokasz: Tlomro je t=h(u), 7(u)= r(h(u)), a <u<B,u3 AchUHHIM]E KPUBOJIUHU]JCKOT
WHTETpaja 1 u3Bojia cliokeHe PyHKiuje 1001jamMo

B B
J F-dff = f F(7(w)) - # (w)du = j F(r(h@)) -7 (h(u))h' (w)du. (3.14)
c a a
VBohemem cmjere t = h(u), dt = h'(u)du y onpehenom unrerpany y (3.14), nobujamo
h(B) h(B)
jF-d? =j F(r(t))-r'(t)dt =j F(r(t))-dr. (3.15)
C h(a) h(a)

16



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Vxomuko je b = h(f),a = h(a), Tj. ako je pyukuuja h crporo pacryha, taga u3 (3.15) mobujamo

h(B) b
f F(r(0)) - dr = j F(r(0)) - dr

h(a)

a ykoauko je a = h(B),b = h(a), 1j. ako je ¢pyHkiuja h crporo omagajyha, Tazaa je

h(B) b
f F(r(t))%- dt = —j F(r (o)) - dr.

h(a)
jF-dr=jF-d?
Cc Cc

jF-drz—jF-d?‘
C C

[Ipema ToMe, y MpBOM CIIy4ajy je

ay Apyrom

Y TeopeMa je JIoKazaHa. O

17



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.6. M3paduyHatu KpUBOJUHU]CKU UHTETPAT

f (y—2)dx + (z—x)dy + (x — y)dz
c

raje je C enunca: x2 +y? =a?, =+==1,a>0,h > 0.

QIR
SN

Pjewerve:—2an(a + h).O

18



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

3.3.'puHoBa Teopema

JIBOJHM MHTErpaJl y paBaHCKO] O0O0JacTH MOXKE ce€, Moj ojapeheHum ycimoBuma, TpaHchopMucaTu y
JIMHU]JCKE MHTETpaJie Mo TPaHMIIM T€ 00JIaCTU U OOPHYTO, IIITO Y HEKUM CITy4yajeBUMa MOXKE J1a OJIaKIIa
u3padyHaBame HMHTErpana. Besy m3amelyy ABOjHOT WHTerpajia y paBaHCKO] OoOJacTh M JIMHH]CKOT
MHTErpaja 1o TpaHuiy Te obnacty aaje 'puHoBa 2 Gopmyia.

['punoBa dopmyna je yommrewe byTH-Jlajonunose dopmyne jep Hbyrtu-Jlajonunosa dopmyna
MHTErpaj u3Boja (PyHKIMje MO MHTEpBATY HU3paxkaBa nmoMohy BpujeIHOCTH (PyHKIIMje HA KpajeBUMa
WHTEpBaJa, oK ['puHOBa (hopMysia IBOJHH MHTErpasl M3Bo/1a GYyHKIIH]E TTO HEKOj 00JIacTH U3parkaBa
noMohy JIMHUJCKOT UHTErpayia no pyoy oOJacTH.

2 George Green (1793-1841), enrnecku Marematuyap u pusuuap

19



3. KPUBOJIMHUJCKHA MHTET'PAJI

Teopema 3.3. I'punoBa Teopema. Heka je D 3aTBOpeHa orpaHnueHa o0JIacT y Xy — paBHU 4YHja ce
rpanuiia C cacToju o1 KOHAYHOT Opoja WO IO AMO TIATKUX jeTHOCTAaBHUX 3aTBOPEHUX KPUBUX. AKO

cy ¢ynkuuje Fy, F,, % U 6_1;2 HETMpEKUIHE Ha HEKO] 00J1acTu Koja caapxku D, Tana je
dF, OF
ﬂ —2 — —1 dxdy = fFldx + F,dy (3.16)
ox 0Jy c

npu yemy je C OpHjeHTHCaHa TakKo Jia Mpu KpeTamwy no C y cMjepy uHrterpamuje oonact D ocraje ca
JIMjeBE CTpaHe.

Jloxa3z: YouuMo Ha noueTky jaa je hopmyna (3.14) ekBuBajieHTHa Gpopmyiiama

JF.
H 2 dxdy = jLFZ dy (3.17)
C

dF.
jf ! dxdy = jLFldx. (3.18)
C

Haume, ako Bpujene dopmyie (3.17) u (3.18) Taga cabupamem nooujamo I'punoBy dpopmyiny (3.16).
Axo mak Bpujenu (3.16) onma craBmameMm F; = 0, omnocHo F, = 0 y (3.16), mobujamo (3.17),
oxHocHO (3.18).

20



3. KPUBOJIMHUJCKHA MHTET'PAJI

1) Toxaszyjemo dopmyiy (3.16) 3a cnenujaiHy oosact D Koja ce MOKe PEICTaBUTH Y OOJIHKY

D={(xy)ra<x<bulx)<y<v)} (3.19)

D={(xy)rc<y<dpy) <x<q®} (3.20)

(@) (&)

Cruka 3.1.
3a nBojHu uHTEerpai mo odiaactu D u3 (3.19) (Cnuka 3.1 (a)) umamo

U 0F; dxdy = j <j';:) 6(‘;;1 dy) dx = jb(pl(x,v(x)) — Fl(x,u(x))) dx =

u

_Ja Fy(x,u(x)) dx — jbaFl(x,v(x)) dx = _f

C1

Ay dx- |

Co

Fiy) dx = = § Fy(x,y)dx
C

21



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Yxkonuko Ou aujenoBu KpuBe C OWIM CErMEHTH MapajelHn Yy —OCH, Kao mrto cy C* u C** ma Cnunn
2.2 (a), Tama OM OmeT Ba)XKWO MPETXOAHU pe3yaTar jep je murterpan dyukuuje Fi(x,y) mo tum
cerMeHTHMa jenHak Hynm. Hamme, jemnaunnae kpuBux C* m C** cy x = a, ogHOCHO X = b, ma je
dx = 0,ommocHo [, F;(x,y)dx = [ ., F;(x,y) dx = 0. To 3Ha4u 1a C€ OBM HHTETPAIN MOTY J0JaTH
uHTerpammma no C; u Cs.

3

‘ 7 C**

rou -

| > | 4’
X X

(a) (b)
Cnuka 3.2.

AHajorso, 3a aBojau uHTerpai mo oomactu D (Crnuka 3.1 (6)) u3 (3.20) umamo

OF a0 oF. d
ﬂ T Gy = j (f( ) a_xzdx> dy =j (F,(@),y) = B(@®),y) dy =
¢ py c

d c
| Fady+ fd F((),y) dy = fc Fy(x,y)dy.
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3. KPUBOJIMHUJCKHA MHTET'PAJI

VYkoiuko 0u aujeiaoBu kpuBe C Ouinn cermenTd mapajienan x —ocu (Cinuka 3.2 (0)), Taga Ou omer
Ba)KMO MPETXOIHHU PE3yNTaT jep je uuterpan ¢pyukuuje F,(X,y) Mo THM CErMEHTHMA jeHAaK HYJIH
TaKo J1a ce MOry JojaTu unrerpanuma o C; u C,. Jlakie, qokazaau cMo aa Bpujene hopmyie (3.17)
u (3.18), 1j. I'punHOBa hopMyIta, ykoauko je oomact D obsmka (3.19), ogHocHo (3.20).

2) Yxoauko ce obiact D MOKe MOJUjeIMTH Ha KOHAYHO MHOTI'O CITCLHjaIHMX 00y1acT oorka (3.19),
oxHocHO (3.20) xao Ha Ciunm 3.3, OHJa IPUMjEHY]yeMO JIoKa3aHy GopMyIIy Ha CBaKy MOJ00JacT U
cabupamo pesyJiTare.

Cnuxka 3.3.

30up oarosapajyhux 1BOJHHX MHTETpaja Mo nogoodiacTuma Jaje IBOJHU HHTerpa no odiaactu D miyc
MHTETrpa’e 1o ay>knuma KojuMa je u3BpliieHa rnojesa oosactu D. CBaka o1l TUX Jy>KH j€ TPaHUIA TAYHO
JIBHMj€ MOJI00JaCTH ca CYNMPOTHUM opujeHTaljama. OBu uHTEerpasiv ce MelyycoOHO anynupajy.

Ha Taj HaunH 1o6ujaMmo camo MHTErpai o rpanuuu odnactu D na I'punHoBa popmyna Bpujeau u 'y
OBOM CJIy4ajy.
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3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

3) I'puHOBa TeopeMa BpHjeau M yKOIMKO je obmact D BumecTtpyko nosezana ° (Ciuka 3.4), anu je
7I0Ka3 CJI0KEHHUJHU M 300T Tora ra He HaBOAUMO. O

Crauka 3.4.

3 O6nacT je BUIIECTPYKO MOBE3aHa KO HUjE jeHOCTPYKO TMoBe3ana. OOIacT je jeHOCTPYKO MOBE3aHA aKO YHYTPALILOCT CBAKE jE€HOCTABHE 3aTBOPEHE KPHBE
KOja JIeXH y 00JacTH Takohe nmpunana Toj oomacT.

24



3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

Ipumjep 3.7. Ilomohy I'punoBe ¢opmysie u3padyHaTv HHTErpal
fZ(x2 + y?)dx + (x + y)*dy
C

raje je C tpoyrao ompehen taukama A(1,1),B(2,2),C(1,3), opujeHTHCAaH Y CMjepy CYIPOTHOM
KpeTamy Ka3ajbKe Ha caTy.
JF.

Pjewere: Fi(x,y) = 2(x? + y2), F,(x,y) = (x + y)?, % — a_yl = 2x — 2y, naje

yl
\
4
C fZ(x2+y2)dx+(x+y)dy=2ﬂ(x—y)dxdy=—§.
c D
A
0) ]I — —
J“ X
o
: 4
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3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

IIpumjep 3.8. M3pauyHatu uHTErpal

f —ydx + xdy
, xX*+y?

raje je y KpyxkHuna x2 + y? = 1, opujeHTHCcaHa y cMjepy CYIPOTHOM KpeTamy Ka3asbKe Ha carty.

Pjewere: lupekTHUM padyHameM 100HjaMo pe3yiaT

—ydx + xdy 2T sin%t + cos?t
f X2 +yz J sin?t + cos?t t=2m.
y y
[Ipumjenom I'puHOBE Teopeme 100MIH OCMO
—y x oF, O0F  y?—x? y? — x?
F , == , F. ) = , — = — = O,
1(%y) x? + y? 2(%,) x? + y? ox dy (x?2+y?)2 (x?2+y?)?

TJ. 1a e MHTEerpall jeAHak Hyau. Mehytum, 'puHoBa TeopeMa ce He MOKe MPUMHJEHUTH jep QYHKIIIje
F; u F, nmajy npekun y tauku (0,0).

3aro ['puHOBY TeopemMy MOKEMO MPUMHUJEHUTH HAa JABOCTPYKO MOBE3aHO] 00JIaCTH KOja je OTpaHUYeHA
kpuBoM ¥ U [ (Cnuka 3.5).
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3. KPUBOJIMHU]JCKHU UHTET'PAJI

/’J/\ Tana je
. [
| \ —ydx + xdy y* —x? y? —x?

fyul X2y ﬂc <(x2 +y2)2 (x2 + y?)?

)dxdy = 0.

Cnuka 3.5.

OnaBnae modujamo
f —ydx +xdy f —ydx + xdy N jé —ydx +xdy 0
Lo X2+yE L a2+ y? - xZ+y?

)

MIpU Y€MYy KpHBa Yy UMa MO3UTUBHY, a KpuBa | HeratuBHy opujeHTanujy. [Ipema Tome

jL —ydx+xdy_f —ydx + xdy
o x2+y2 Ju a2+ y?

OJIHOCHO, BpU]EHOCT MUHTErpaja je jelHaKa 3a CBaKy 3aTBOPEHY j€JIHOCTaBHY KpPUBY Koja oO0yxBarta
tauky (0,0) 1 leroBa BpUjeIHOCT j€ 27T. O

27



3. KPUBOJIMHUJCKHA MHTET'PAJI

v’ TloBpimHa paBaHcke obgactu D ce MOKe padyHaTd moMohy KPHBOJIHMHHjCKOT MHTETpaja Iio
rpanuiy Te obnactu C. Jlako ce mokasyje na je noBpiuHa (D) obnactu D jeqHaka

u(D) = %fxdy — ydx (3.21)
C

IpU YeMy j€ rpaHuliia 00J1acTh OpUjeHTHCAaHa CYTIPOTHO KPETamwy Ka3aJbKe Ha caTy.

2 2
IMpumjep 3.9. Kopuctehu (3.21) uzpauyHaTv moBpIIMHY OrpaHUYCHE EIUIICOM z—z + Z—z = 1.

v Ako je y popmynu (3.9) F cuia, oH1a KPMBOJIMHK]CKM MHTErpaJI 0 KpuBoj C mpeacTaBiba paj
W Kkoju Ta cuia u3BplilaBa 1no OpujeHTUCAHO] KPUBO]

szcp.dr_ (3.22)

Ipumjep 3.10. Kopucrehu ['puHOBY TeopeMy onpeauTy paa KOju BPIITU Cuila

F(x,y) = (y +3x)i+ 2y — x)j

noMjepajyhu mMatepujanny tauky ayx enunce 4x% + y2 = 4 y cmjepy CyIpOTHOM KpeTamy Ka3albKe
Ha cary.

Pjeweme: N3 dopmyie (3.22) nobujamo

W=fF-drzf(y+3x)dx+(2y—x)dy=ﬂ(—2)dxdy=—4n.|:|
c c D
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