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4. TIOBPIIMHCKUA UHTET'PAJIAU

[ToBpIIMHCKY UHTETPAN j€ ABOAMMEH3MOHAIHA BEP3K]ja KPUBOJIMHHI]CKOT HHTErpaa.

Kao u ko7 KpUBOJMHU]CKUX UHTETpaja, pa3juKyjeMo MOBPIIMHCKE UHTErpajie IpBe U APYyre BPCTE, Y
3aBUCHOCTH Ja JIM MHTETPAIMMO CKaJlapHE WJIM BEKTOPCKE (QyHKIH]Ee. AKO MHTErPAIMMO CKaJIapHY
byHkIM]y nedrHUCaHy Ha MOBPIIM S, OHJA CE paJii O MOBPIIMHCKOM MHTErPaJIy MpPBe BPCTe, a aKO
HMHTETPAIMMO BEKTOPCKY (DYHKIIM]Y, OHJIA CE€ Pajy O MOBPIIMHCKOM HHTErpaJy aApyre Bpcre.

Koa KpuBOJIMHM]CKOT MHTErpaja BPIIWIA CMO MHTErpaiujy mno kpuoj C 4yuja je pemnpe3eHTaluja
omoryhaBasa cBoheme Ha onpeheHn mHTerpan. Koa moOBpIIMHCKOT MHTErpajia MHTErpaiujy hemo
BPIIMTH MO TNOBpIIM S Koja he OWTH TpeAcTaB/beHAa HAa HAayuH KOju he omoryhutu coheme
MOBPIIMHCKOT MHTErpaJia Ha JBOJHU UHTETPal.



4.1.TTAPAMETAPCKA PENNIPE3EHTALIUJA ITIOBPLIN

AKxo je moBpI S 3ajata y 0OJIMKY
F(x,y,2) =0 (4.1

Ka>KEMO I[aje ImoBpHI MpeaACTaBJb€HA Y UMIIVIMMUTHOM OﬁJII/IKy.

AKxo ce jeqHaunHa (4.1) MoKe pHjeIINTH 1O Z, OH/AA ce Jo0OH]ja jeTHa WIIK BHUIIE JeTHAYMHA 00JIMKa
4.2
z=f(xy) (42)

Uy TOM CITy4ajy Ka)KeMo Jia j€ MOBPIII IPEACTaBIbeHA Y eKCIIMIMTHOM 00JIMKY.

IMpumjep 4.1. Jennaumna x2+ y? —z2 =0 mnpencTaBba jeHAYMHY KpPYXKHOT KOHyca Y
UMILTAIIUTHOM 00/IMKY. PjermaBamem no z 10061jaMo JIBUj€ JeTHAYNHE

Z=x?>+y%>u z=—/x%?+y?

KOj€ J1a]y jeAHAaYMHE TOPHE, OHOCHO JOHhE MOJIOBUHE KOHYca. O



4.1. TIAPAMETAPCKA PEIIPE3SEHTALM]JA ITOBPILIH

KpuBy cmo gedunucanu kao xogorpad HenpeKujHe C

BekTOpcke pynkuuje (Bumjetu [lornasibe 1.4. y BekTopckum . /\

dbynkuujama, ctp. 17).

: |

[Tpu neduHKMCaky KPUBOIMHUJCKAX MHTErPaia KOPHCTUIA CMO . K

. s - )
apaMeTapCcKy Pernpe3eHTaIn]y KpUBe '

C:r =r(t), a<t<b

KOja mpeciaukaBa uHTepBal a <t < b Ha kpuBy C. CBakoj
BPUjeJHOCTH IapaMeTpa t IPUAPYKEHA j€ TaYKa KPUBE YMjU je 4 5 7
panujyc-pextop r(t) (Ciouka 4.1. a)). Cruxa 4.1, )

AHAaJIOTHO, MOBPIII MOYKEMO CXBAaTUTH Kao XxoAorpad HenmpekujaHe
BEeKTOpPCKe (PpYHKUMje ABHjy NMPOMjeH/bUBUX KOja IpECIuKaBa
HEeKy paBaHcKy obOsact D nHa moBpm S. Ilpu gedunucamy
MOBPIITUHCKUX WHTErpaja KOPHUCTUMO napameTapcKy
pernpe3eHTalnjy ToBpIIu S Koja uMa 00JIUK

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u, vk, (w,v) €D  (4.3)

raje je D Heka obnact y uv-paBau (Cnuka 4.1. 0)).

e ————— f___._.,,___.’
Cnuka 4.1. 6)



4.1. TIAPAMETAPCKA PEIIPE3SEHTALM]JA ITOBPILIH

dopmyniom (4.3) je maTo mpecinKaBame Koje cBakoj Tauku (u, v) € D npuapyKyje Tauky MOBPIIH S
4Hju je paaujyc-BekTop (U, v). Ako je BekTopcka ¢pyukuuja r(u, v) us (4.3) 1-1 npecnukaBame, OHA
Ka)KEeMO J1a je MOBpII S je[ITHOCTABHA MOBPIIL.

v' AKo je Kpajma Tauka BekTopa r(u,v) tauka r(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u, v)), noBpur S
MOIKEMO IIPEACTABUTH IIOMONY jeIHaYnHE

x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), (u,v) € D. (4.4)

®dopwmyina (4.4) je aqpyru o0IMK MapameTapcke pernpesenrtanuje (4.3).

VY HacTaBKy HaBOAMMO MapamMeTapCcKe pernpe3eHTaluje HeKuX o] MOBPIIIH.



4.1. TIAPAMETAPCKA PEIIPE3SEHTALM]JA ITOBPILIH

= [Iapamerapcka penpe3eHTANMja HUIHHAPA
Kpysxuu numaagap x2 + y%2 = a?, —1 < z < 1 uma napamMeTapcKy pernpe3eHTalmjy

r(u,v) = acosui + asinuj + vk,  (u,v) €D (4.5)
raje je
D={(wv):0<u<2m-1<v<1}

JlaTa mapameTapcka penpeseHTaluja oapehyje nmpecinkaBame KOje CBakoj TaUKHM apaBoyraoHuka D
OpUIPYXKYje TauKy ca IummnHapa. Kommnonente Bekropa 1 (U, v) cy

x = acosu,y = asinu,z =v, (u,v) € D.

Cnuka 4.2.

KpuBe u = uy = const. cy cerMeHTH, a KpuBe v = v, = const. cy kpyxuuie (Cnuka 4.2).



4.1. TIAPAMETAPCKA PEIIPE3SEHTALM]JA ITOBPILIH

= [Iapamerapcka penpe3eHTamnuja cepe

Cdepa x* + y? + z? = a® uma napaMeTapcKy pelpe3eHTalujy
p y p PCKY PEIIp

r(u, v) = acosvcosui + acosvsinuj + asinvk, (u,v) €D (4.6)
rje je
D—{(u v):0<u<?2m —E<v<z}
I S R 2

Kommnonente Bexropa (U, V) Cy: X = acosvcosu,y = acosvsinu,z = sinv, (u,v) € D.

Kpuse u = uy = const. cy mepuoujanu
Kpuse v = vy = const. cy napanerne.

Penpesentanmja (4.6) xopuctu ce 'y
reorpaguju  3a Mjepeme reorpadcke
MUPUHE W JY)KWHE Tadke ca TIiodyca,

(Cnuka 4.3).

Cnuka 4.3.

[Topen penpesenTanuje (4.6) 3a chepy ce KOPUCTH U TTapaMeTapcKa pernpe3eHTaluja

r(u, v) = acosusinvi + asinusinvj + acosvk, 0O<u<?2m0<v<m. (4.61)



4.1. TIAPAMETAPCKA PEITPE3SEHTALIUJA IIOBPLIN

» JlapameTapcka penpe3eHTaNNja KOHYcA

Jlno KpyKHOI KOHyca Z =./x?+ y? m3melly paBuu z=0 m z=H wuMa IapamMeTapcKy
pernpe3eHTaln]y
r(u, v) = ucosvi + usinvj + uk, (w,v) ED (4.7)

raje je
D={uv):0<u<HO0<v<2nu}
Komnonente Bexropa 1(u, v) ¢y: x = ucosv,y = usinv,z = u, (u,v) € D.
Kpuse u = uy = const. cy kpyxHule, a Kpuse v = vy = const. cy cermentu, Ciuka 4.4.

v A z

27

Cauka 4.4.



4.1. TIAPAMETAPCKA PEIIPE3SEHTALM]JA ITOBPILIH

IMpumjep 4.2. OnpeanuTy napaMeTapcKy pernpe3eHTaIHjy TapaOdoaIMuKor HUIHHAPA Y = X2,

Pjewerve:

r(u,v) = ui + u?j + vk, (u,v) € R?,

IIpumjep 4.3. Onpenutu jeTHAYUHY TOBPIITU
r(u,v) = ucosvi + usinvj + u?k, u € R, 0 <v<2m,

y OJIHOCY Ha KOOPJIMHATE X, Y, Z U MPETO3HATH KOja j€ MOBPII y MUTAbY.

Pjewerve: x?% + y2 = Z, CIIUMIITHYKHA HapaboIouI.

Ipumjep 4.4. OgpeauTy jeIHAYNHY TTOBPIIU

S
SE)

r(u, v) = acosvcosui + bcosvsinuj + 2sinvk, 0 < u < 2m, -3 <v<

y OJIHOCY Ha KOOPJAWHATE X, Y, Z U MPEIMO3HATH KOja j€ MOBPII Y TUTAY.

‘ x2  y?2  z2
Pjewerve: = + oz + Vi 1, enmunicon.



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA I1OBPIII

Hexka je

r(u,v) = x(u,v)i +y(u,v)j + z(u, v)k, (u,v) €D (4.8)

napameTapcka pernpesenraiuja nospim S u (U, Vo) Gukcupana tauka oosactu D. Ako je mpecjek
obnactu D v mipaBe vV = v CErMEHT Taja je

r(u, 17()) = x(u, Uo)i + y(u, ‘Uo)j + z(u, vo)k, (u, vo) €D (49)

napaMeTapcka perpe3eHTalrja KpuBe ca S Koja nmpejacTaBba Ciauky Tor cermenrta (Ciuka 4.5).

v-kriva

Cnuka 4.5



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

Ta kpuBa ce Ha3uBa KpUBa ¥V = Vg = const. wim u —kpuBa. Bektop

or a.X'(U,, vO) ay(u; vO) 5Z(u, UO)
= = 1 + j + k; , eD (410)
" = 5y u u ou (w, 7o)
MpEJICTaB/ba lbeH TAHTCHTHU BEKTOP.
AHaJorHo ce neuHuille KpuBa U = Uy = const. uiu v —KpuBa
(4.11)

r(ug, v) = x(ug, v)i + y(up, v)j + z(ug, vk, (up,v) €D
1 B6H TAHTEHTHU BEKTOP

or 0x(ug,v) dy(uy, v) 0z(ugy, v) (4.12)
_ ; ; € D.
ov v * v I * ov k, (o, v)

11



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

Hedpununuja 4.1. Axo je (uy, vy) Tauka obiactd D y K0joj Cy BEKTOpCKe (YHKIIH]jE Z—: u %
HENpPEKUIHE U Y KO0jO] je
or or
T 2o, (4.127)
Ju 0Jv

Taja 3a Tauky (U, Vo) KaKeMo J1a je peryJapHa Tauka noBpinu S npu penpesenrtanuju (4.8). Ako
r(ugy, Vo) HUje peryaapHa Tadka MoBpInu S, KaxeMmo aa je (U, Vo) CHHTYJIapHA Ta4Ka IIOBPIIU S.

v U3 ycnosa (4.121) nobujamo aa 3a perynapHy Ttauky (g, Vo) MOBPIIM S BpUjean

or(uy, 9, )
(ug, Vo) ~0u r(ug, Vo)
ou ov
or

aor
h aa BCKTOpI/I 6_ n 6_ HI/ICY KOJ'II/IHCapHI/I.
Uu v

* 0,

HMebununuja 4.2. 3a noBpin S ca mapameTapckom pemnpeseHTairjomM (4.8) Kaxkemo J1a je IJIaTKa aKo
Cy CBE BeHE TauKe peryJapHe y OJHOCY Ha apaMeTapcKy penpeseHTainujy (4.8).

v' U3 nebunnnmje 4.2 nobujamMo 1a je moBpinS, y Cllydajy HEOpeKHIHO-IH(epeHInja0rIHE
BekTOpcke pynknuja (u, v) Ha D, riiatka ako u camo Bpujeau (4.121) Ha D.

12



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

Pa3smoTpumo cajga mpou3BOJbHY KPUBY Ha IJIaTKO] MOBPII S ca mapamMeTpackoM pPEenpe3eHTallljoM
(4.8).

Heka je C* rnatka kpuBa y obnactu D mipefcTaBibeHa apaMeTapCKu y OOJIUKY
u=u(t),v =v(t), a<t<h.

Tana je mena cnuka C = r(C") roaTka KpuBa Koja J€XKH Ha TOBPIIH S, KOJy MOKEMO MPEJICTABUTH
napamMeTapcKku y 00JIUKY

#F=r(u@®),v®)), a<t<bh. (4.13)
Bekrop
dr or du oOr dv (4.14)
7' (t) = = . - 0, <t<b '
PO =T T w a

J€ TAaHTEeHTHH BEKTOp Ha KpuBy C. 13 (4.14) Buaumo aa Taj BEKTOP JIE€XKHU Y paBHU Koja je oapeheHa

BCKTOpPHUMA or u or
p ou ov

Ako cana ¢ukcupaMo Tauky P Ha moBpid S U pa3MOTPUMO CBE KPUBE ca MOBPIIM S KOj€ MpoJiase

KpO3 TaukKy P, Ha WCTU HAaYMH 3aKJbyuyjeMO Ja TAHTCHTHH BEKTOPU HAa T€ KPUBE JIEKE y PaBHU
ar

: 0 :
oapeheHoj BeKTopruma 5u B a_:;' To Hac noBoau 10 cibeache nepunumje:

13



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

HNedpununmja 4.3. PaBan T(P) xoja caapXu TaHTEHTE y Ta4kd P Ha CBe KpHBE ca MOBPIIN S KOje
IPOJa3e Kpo3 TauKy P, Ha3MBa C€ TAHICHTHA PaBaH IOBPIIH S.

[TomrTo je BEKTOp

N=2"x 20 (4.15)

or or .
HOpMaJlaH Ha BEKTOPE —— M —-, OH j¢ HOPMaJlaH U Ha TAHTCHTHY PaBaH T (P).

HNedpunuumja 4.4. [IpaBa koja mposia3u Kpo3 Tauky P y mpaBiy BekTopa N Ha3uBa ce HOpMaJia Ha
noBpiI S y Tauku P. Bekrop
N T, XT,

_ (4.16)
INl oy X1y

n-=

C€ HA3MBA jelMHUYHH BEKTOP HOPMaJie HAa OBPII S y Ta4uku P.

[Ipema Tome, u3 AedUHMIM]A IIIaTKE TTOBPIIH, TAHTCHTHE PAaBHU U HOPMaJIe, 3aKJbY4dyjeMO Jia BpH]jeau
cibeneha Teopema.

14



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

Teopema 4.1. Axko je moBpm S ca mapameTapckoM pernpeseHtarujom (4.8) rimatka, Tj. ako Cy

. or or . .
BEKTOpPCKE (PYHKIIH]E 5. U 5, HEIPEKUJIHE U aKO 3a10BOJbABAJy yCJIOB (4.121) y cBakoj Tauku

obsiactu D, Tajia TOBPIII S ©Ma JeITMHCTBEHY TAHT€HTHY paBaH U JEITMHCTBEHY HOPMaJTy Y CBaKO] CBOJO]
Tayku P Koje ce HEeMpEeKUJAHO MUjeHhajy Kajla Ta TaukKa MyTyje MO NOBPILIHU S.

N3 Teopeme 4.1 nobujamo KapakTepusalyjy riaTke IOBpIIM Oe3 Mo3rBamka Ha mapaMeTpu3alnjy:
IHoBpu je riiaTka ako UMa jeIMHCTBEHY TAHITCHTHY PABAH U je[JUHCTBEHY HOPMAJY Y CBaKOj

CB0jOj TAYKH M AKO Ce OHE HENMPEKU/IHO MUjebajy 0] TAaUKe A0 TA4YKe MOBPIIH.

. . . . 0 0
Cdepa je rnatka noBpui. Koika H1je riaTka noBpil jep QyHKIH]je é 17| é HUCY CBYJla HEITPEKUIHE.

MebhyTtum, Koiika je Auo Mo AMO riaTka MOBpUI IITO CIHUjeau U3 cibenehe nepunuimje.

HNedpununmja 4.5. Kaxxemo 112 je mOBPILI MO MO AUO IJIATKA aKO CE OHA CaCTOjU OJ KOHAayHOT Opoja
TJIATKUX TOBPIIIH.

15



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

OI[pe,Z[I/IMO caga jCI[Ha‘IHHy TAHI'CHTCHC PpPaBHU 34 IMOBpHIM 3a44aTC¢ HUMINIMOHUTHO, OJHOCHO
CKCIIVIMIOUTHO.

AKo je ToBpIII 3aJ1aTa MMILTHIATHO ¥ 00Ky F (X, y,z) = 0, OHAa ce OHa MOXE CXBATHTH Kao HUBO
nospi ckanaprae Gpynkuuje F. [Tokazamu cMo 2 11a je Taga jeqJMHMYHU BEKTOP HOpMale 00JIMKa

. gradF (4.17)
|gradF|

[Ipema Tome, jeqHaYMHA TAHTEHTHE paBHU Y Tauku P (X, Yo, Zg) j€

dF (x0, Y0, Zo) OF (x9, Y0, Zo) OF (x9, Y0, Zo)

S (x ) g (y = ) (419

(z—2zy) =0.

2 Bugjeru CkanapHa U BEKTOpCKa oJba, cTp. 59.
&

16



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

AKO je TOBpIII 33/1aTa KCIUTUIUTHO y O0JIUKY

z=f(x7y)

0] OJIrOBapa IapamMeTapcKa penpe3eHTalmja

r(x,y) = xi+yj+ f(x,y)k,

OJHOCHO UMIINIMIIUTHA penpe3eHTaqua

F(x,y,z)=z— f(x,y) = 0.

JenMHUYHM BEKTOP HOpMAJIE 3a TIOBPIII 3a7aTy eKCIUTUIIUTHO je 00JIrKa

0 0
ail_6§]+k

@y ey

1a je jelHaYMHa TAHT€HTHE PABHU Y TaYKU P(xo, Yo, f (X0, yo)):

n=

af (xo, o) daf (o, o)
Tox CTMFT

& —y0) —(z—2y) =0.

(4.19)

(4.20)

17



4.2. TAHTEHTHA PABAH 1 HOPMAJIA HA TTOBPLI

Hpumjep 4.5. 3a chepy x? +y? +2z%2 =a? je F = x?> +y? + z? — a? naus (4.17) nobujamo na
J€ IBEH JeIMHUYHU BEKTOP HOpMaJie

xi +yj+ zk
O

n(x,y,z) = »

Ipumjep 4.6. 13 (4.19) no6ujao 1a je jeAMHUYHU BEKTOP HOPMaJe Ha KOHYC Z = /X2 + y?
1 ( X y . >
n=-— i+ j—k|.

OuurnenHo je na KoHyc y cBuM Tadkama ocuMm Tadke (0,0,0) uma oapeheH jenuHUYHU BEKTOP
Hopmaie. Tauka (0,0,0) je jequHa cUHTYJIapHA Tauyka KOHyca. O

IIpumjep 4.7. Oapenutu jefHAYUHY TAHT€HTHE PAaBHU MOBPILU Yy TauKu P

a)z =xy,P(1,1,1), 6) 4x* + y*> + z> = 17,P(1,3,2).

Pjewere: a) Kopuctumo popmyny (4.20), z = f(x,y) = xy. Umamo
x-1D+@-1)-(z—-1)=0=>x+y—2z—1=0.
6) Kopuctumo popmyiny (4.18), F(x,y,z) = 4x? + y? + z? — 17 = 0. Umamo

Bx—1)+6(y—3)+4(z—2)=0=>4x+3y+2z—-17=0.0

18



4.3.11I0OBPHINHA ITIOBPILIHA

Heka je S jeqnocTaBHa IiaTKa MOBPIII ca MapaMETapCKOM PENpPe3eHTAIN]OM

r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v)j + z(u, v)k, (u,v) €D (4.21)

[Togujenumo obmact D MpekoM IpaBUX NapajieaHux U u v ocama. OBoj moajenu oonactu D oarosapa
nojjena MmoBpIn S MPEeXXOM U — KPUBUX U vV — kpuBuX, Ciuka 4.5.

[MpaBoyraonnky m3 D ca Tjemenuma (uUg,Vy), (Ug + Au, vy), (Ug, vy + AV), (uy + Au, vy + Av)
OJroBapa KpHUBOJIMHHUJCKM Iapajemorpam moBpmu S ca Tjemenuma 1 (ugy,vy), r(uy +
Au, vy), r(ugy, vo + Av), r(uy + Au, vy + Av). Ilomiro je

or(uy, v
(ug o)Au

r(ug + Au, vy) — r(up, vg) = EW

or(uy, v
(uo o)Av

r(Ug, vo + Av) — 1(ug, vo) = 30

MOXEMO TMOBPIIUHY KPUBOJIWHU]CKOT TIapajenorpaMa anpoKCUMHUpPaTH MOBPIIMHOM Iapaliesiorpama
or(ug,vg) or(ug,vp)
0 Ay —2 A,

oapeheHor BekTopuMa ™



4.3. IIOBPIINHA ITOBPILIN

[Ipema ToMe, MOBpIIMHA KPUBOJMHU]CKOT MapajieJiorpamMa Ha MOBpIIK S je NPUOIUKHO

ar(uo, UO) ar(uo, UO)
X
ou dv

AulAv.

or(u,, 0 )
(ug, Vo) Au X r(ug, Vo) Av
Ju v

[ToBpmivHa moBpid S jeaHaka je 30Mpy MOBpIIMHA KPUBOJWMHU]CKUX Tapajienorpama J00WjeHUX
noJjesioM oosactu D, mITo HAC AOBOM 10 Ne(PUHUIM]E TOBPIIMHE TOBPIIIH.

HNedpununmja 4.6. Hexa je S jenHocTaBHa riaTka MOBPII ca TapaMeTapCKOM PETpPe3eHTAI]OM

r(u,v) = x(u,v)i +y,v)j+ z(u, vk, (u,v) €G

us) = ||

Tana ce 6poj

o or (4.22)
% X %‘ dudv

Ha3MBa MOBPIIMHA MOBPIIMA S.

v Tlokasyje ce Ja MOBpIIKHA [TOBPIIN HE 3aBUCH OJ H300pa ImapaMeTapcKe perpe3eHTalmje.

20



4.3. ITIOBPIIWHA ITOBPIIH

Onapenunmo cajia MOBPIIMHY TMOBPIIH KOja j€ 3a/1aTa eKCIUTUIIUTHO.
Hexka je moBpmr S 3a/1ata eKCIUIMITUTHO y OOJIUKY
z=f(xy)
1 TIPETIIOCTAaBUMO J1a CE€ TTOBPIIT 000CTPAHO j€AHO3HAYHO IPOjeKTyje y obmact D y Xy — paBHH. AKO

cy ¢ynkuuje f, g—i u L Henpekuane y D, Taga u3 (4.22) nobujamo

dy
of\* . (3fY 4.23
S) = 1(—) (—)dd. (4.23)
u(s) ijJ+ax +(55) dxy
AKo je S 00acT y Xy —paBHU WIH Y PaBHU MapajieIHO] Xy —paBHHU, Taja je GyHKIM]ja [ KOHCTAaHTHA
na je Z—i = Z—f/ = 0. Tana u3 (4.23) nobujamo

us) = | jD dxdy

TJ. 10OM]JaMO JIBOJHU MHTETPAJI 32 pauyHaHhE MOBPILIUHE PaBAHCKE 00IaCTH.
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4.3. ITIOBPIIWHA ITOBPIIH

Youumo ga bopmyiy (4.23) MOKEMO 3alMcaTH M MIOMONY KOCHHYCa yTJia Y KOJU JEAUHUYHH BEKTOP
HOpMaJie 1 3akiana ca Bekropom k. Haume, u3 (4.19) umamo

1

cosy =n-k = : (4.24)
af\>  (9f\* '
[ @ )
na (4.23) mocraje
1
u(s) = j jD —dxdy, (4.25)

AKo moBpHI S 1€KW y HEKO] paBHU KOja HHj€ HOpMaJlHa Ha Xy —paBaH, TaJa J€ Y KOHCTaHaTaH yrao
na u3 (4.23) nodujamo

_ 1 4.26
u(s) = Cosy ﬂDdxdy (4.26)
OJIHOCHO
u(D) = u(S)cosy. (4.27)
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4.3. IIOBPIINHA ITOBPILIN

Hpumjep 4.8. Uzpauynatu noppumny chepe x2 + y? + z2 = a?.

Pjeweme: TlapameTtapcka penpeserranuja chepe je (Bunjetu (4.61))

r(u, v) = acosusinvi + asinusinvj + acosvk, O0<u<?2m0<v<m.
HNmamo
or or v J k
5y 3y = Tasinusinv - acosusinv 0 =
acosucosv  asinucosv —asinv
—a’cosusin?vi — a’sinusin®vj — a?(sin*u+cos?u)sinvcosvk
na je
or or
E X a—‘ = a?y/sin*v(sin2u+cos?u) + sin2vcos?v = a?y/sin2v(sin2v+cos?v) = a?sinv
u 0v

N3 dhopmyie (4.22) nobujamo noBpiiMHy chepe

2T T
u(S) = a? Jf sinv dudv = azf (f sinvdv) du = 4a°m.
G 0 0
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4.3. ITIOBPIIWHA ITOBPIIH

Younmo na 6ucMo ce 3a npumjeny dopmyne (4.23) Mopalid OrpaHUYUTH HA TOPHY (WA JTOHY)
nosycepy kako O mocTojano 000CTpaHO JeTHO3HAYHO MPECIMKaBamkhe MOBPIIN HA HEHY MPOJEKIU]y
y xy —paBaH. Ako je S; ropma nosycdepa Taaa je

z=\/a2—x2—y2,(x,y) € D,

raje je D xpyr nonynpeunuka a. Taga u3 hpopmyine (4.23) nodujamo

) ﬂ . dxd
U = xay.
1 D\/az_xz_yz

VYBoaehu y ropmu HHTErpall MoJIapHE KOOPAMHATE JOOHjaMO

do = 2a®m.

o ([ )

[Mospumna chepe je 2u(S;) = 4a’m.0
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4.3. IIOBPIINHA ITOBPILIN

Ipumjep 4.9. Uzpauynatu nospuny aujena chepe x2 + y? + z? = R? koju ce Hanasy yHyTap
uumMHapa x% + y? = Rx.

Pjewere: Younmo na je moBpIill CHMETPpUYHA y OJTHOCY Ha Xy —paBaH 1a hemo pauyyHaTH MOBPIIUHY
nujena chepe yHyTap HWIMHIpA U3HA XY —PaBHHU.

Moxemo npumujeHuT hopmyy (4.23) u nodujamo

1
u(S) = 2R ﬂ dxdy
D\/RZ — x2 — yz

raje je D: x2 + y? < Rx.

VYBonehu nonapHe koopauHaTe 100MjaMo

T

dgo=2Rji(—w/R2—p2

Rcosg p
u(s) = 2R j ( —dp)
-z \Jo VR —p? 2 °

T T
2 2 T
2R J _(R — Rl|sing|)dp = 4R2J (1 — sing)de = 4R2(E —1).O
-z 0
2
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4.4.TIOBPIINHCKU UHTEI'PAJI IIPBE BPCTE

Hexka je moBpium S npeacrap/beHa moMohy audepeHiijabuine BeKTopcke yHKIIU]e
r(w,v) =x(u,v)i+yu,v)j+z(u,v)k, (u,v) €D

U HeKa je ckanapHa (pyHkiuja F neguHucana u orpaHudeHa Ha S.

HNepunnumja 4.7. TToBpmMHCKM WHTErpajl IMpBe BpcTe cKamapHe (yHKnuje F mo moBpmm S
03HAYaBaMo ca | fSF dS wmu [ JF(x,y,2)dS n nedpunmmemo ca

JLF s = HD F(r(u,v)) ‘g—:xg—;‘ dudv. (4.28)

[loka3yje ce pAa MOBPUIMHCKM HHTErpajd IMpBE BPCTE€ HE 3aBUCH O] H300pa MapamMerapcke
penpe3eHTalyje.



4.4. TIOBPIIMHCKHW MHTETI'PAJI ITPBE BPCTE

Jles=1,

0JIHOCHO (hopMyIy (4.22) 3a MOBPIIMHY MOBpIIU. 300T TOra ce CUMO0JI dS Ha3UBa eemMerHm nospuluHe

3a F = 1 u3 (4.28) nobujamo

arxar‘dd = u(S)
du OJv wr =K

NnoBpULU.

AKO je TOBpIII 33/1aTa KCIUTUIUTHO y O0JIUKY
z=f(xy)
0] 0JITOBapa mapamMeTapcka pernpe3eHTalmja
r(x,y) =xi+yj+ f(x,y)k (x,y) €D,
raje je D npojexuuja nmoBpiu Xy —papaH. Taga dopmyna (4.28) nobuja 06mK

2

f L FdS = j jD F(x,y,f(x,¥)) \/1 + (%)2 n (%) dxdy. (4.29)
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4.4. TIOBPIIMHCKHW MHTETI'PAJI ITPBE BPCTE

Oco0OuHe ABOJHOT UHTETpaa C€ MPEHOCEe Ha MOBPIIMHCKY UHTErpai. Bpujenu:

1. [[.kF dS =k [[_F dS, k je koHcTaHTa,

2.jj(F+G)dS=ﬂFdS+ﬂGdS
S S S

3. [[,FdsS = ffledS + ffSZFdS + -+ ffSanS, rjije je moBpuI S CcacTaBJbeHa Off

nujenona Sy, S5, ..., Sy,.

INpumjep 4.10. Vspauysatu nospiuvHcku uHTerpan ¢ynkumje F(x,y,z) = x%? +y? no aumjeny
KOHyca Z = /x2 + y2 ynyrap umnungpa x* + y? = 4.

Pjemerbe:
ﬂdS——sz 21+ i i dxdy = ZHZ 2y dxd
SF G(x +y) > 2+ > > axay vV G(x +y)xy

raje je G: x? + y? < 4. IIpenackoM Ha 1ojapHe KOOpAWHATe J001jaMo

JdeS =\/§f2n<J4p3dp)d(p=8\/§T[.El
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4.4. TIOBPIIMHCKHW MHTETI'PAJI ITPBE BPCTE

IIpumjeHe MOBPIIMHCKOT HHTErPaJjia mpBe BpCTe

» Pauynare mace nospuiu

AKko ckanapHo noJbe p(X,y, Z) IpelicTaBiba TYCTUHY HEKE Mace pacropelene mo noBpumu S, Taja ce
Maca Te MOBpIIu AedUHHUIIIEC KA0 MOBPIIMHCKU UHTErPaJl MPBE BpCTe PYyHKIIU]E O

m = [[.p(x,y,2)dS.

= Odpehusarve yenmpa medxce nospuiu

Ilenrap Texe ce nedunuine Kao tauka (X, y, Z) 4uje Cy KOOpIAMHATE

1 1 1
X = Effsxp(x,y,z)dS, y = E-Usyp(x,y,z)d.S', Z= Eﬂszp(x,y,z)dS.

= (Odpehusarwe Mmomenma unepyuje Kpuse

Axo je d(x,y,z) pacrojame Tauke (X,y,z) moBpIIM S o1 HEKe oce L, Taga ce MOMEHAT WHEPIIHje
neduHUIIIE ca

ﬂsdz(x,y, z)p(x,y,2z)dS.

MomenTH MHEpLIMje Y OMHOCY Ha KOOPJIMHATHE OCe 03Ha4aBajy ce ca Iy, [, I.
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4.4. TIOBPIIMHCKHW MHTETI'PAJI ITPBE BPCTE

IIpumjep 4.11. Hahu macy noBpirHe cdepe ako je mOBpIIMHCKA rycTtoha y Tauku cdepe jeaHaka
pacTojamy Tauke oJ PUKCHpaHOT MpeuHuKa chepe.

Pjewerne: M3a0epuMo KOOPJMHATHU CUCTEM TakKo Ja je z-oca ojapeheHa duxcupaHuM NpeyHUKOM
cepe 1 KoOpAMHATHU MouyeTak IeHTpoM cdepe. Tana je ymabeHocT Tauke chepe oa GUKCUpaHOT

npeYHuKa jeaHaka / x2 + y2, 1j. p(x,y,z) = /x? + y2. Tana je

m=ﬂ x? + y?dS.
s

[Ipenasehu Ha mapamerapcke jegHaunHe cdepe, 1001ujamo

2T T
m = R3 j (j sin? vdv) du = R3m?.0
0 0
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4.5.1TIOBPIIMHCKHA UHTEI'PAJI APYTE BPCTE

Heka je S riatka moBpi mpejcTaB/beHa IOMONy BEKTOPCKe PyHKITH]eE
r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k, (u,v) €D

Y HeKa je BeKTopcka ¢pyHkuuja F neduHrcaHa U orpaHuyeHa Ha S.

HNepunnuuja 4.8. IloBpmMHCKKM HWHTErpan Apyre BpcTe BeKTopcke ¢yHkuuje F mo moBpmu S
o3Ha4aBa ce ca ||, JFdS nm [ fSF (x,y,z)dS u nepunuiie ca

UFdS = U F(r(u,v)) - N(u,v) dudv (4.30)
S D
r7je J€ BEeKTOp
or or
N=—X—
ou % dv

BCKTOPp HOpMaJIC HAa TTIOBPIIH S.



4.5. [TOBPIIMHCKU UHTEI'PAJI IPYT'E BPCTE

[TomTo je

N(u,v) = IN(u, v)| = n(u, v) —><—

INu, )] ovl’

r7je j€ N JeAMHUYHU BEKTOp HopMasie Ha noBpil S, (4.30) MokeMo 3amucaTi y 00JIUKY

N(u,v) ar‘

(4.31)

fdeS ff F(r(u v)) n(u,v) ‘—x—‘ dudv.

VYouaBamo na je unrerpan u3 (4.31) 3anpaBo MOBPUIMHCKYA UHTErPa MPBE BPCTE CKaIapHE (DYHKIIH]E
F(r(u,v)) - n(u,v). laxne
[[ras = [[enas 0
S S

Cumbos dS = ndS o3HaYaBa 8eKMOPCKU eflemMenm NospuiUHe NOBPULL.
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4.5. [TOBPIIMHCKU UHTEI'PAJI IPYT'E BPCTE

[ToBpIIMHCKM MHTErpalid Ipyre BPCTE jaBJbajy ce€ MpH oJpehuBamy MpPOTOKa Kpo3 MOBpIL.  AKO
IocMaTpaMo CTallMOHAPHO MpOTHUlIake hJIyria Ipy KojeM Op3uHa vV M T'yCTUHA P QuIyuja HE 3aBUCE
oJ1 BpeMeHa Beh camo 0J1 oJIoXKaja y POCTOpY, Taja MOBPIUIMHCKU HHTETpal

ﬂpv ‘ndS (4.33)
S

NpeAcTaB/ba KOJUYMHY (UIyHJia KOja y JeIMHUIM BpEeMEHa IpoJia3u Kpo3 moBpil S. 300r Tora ce
noBpiMHCKA uHTEerpan (4.30) Ha3uBa MHTErpaJj MPOTOKA BEKTOPCKOT MoJba F WM caMoO MPOTOK,
OJHOCHO (MIYKC BEKTOPCKOT 1oJba F Kpo3 mospu S.
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4.5. [TOBPIIMHCKU UHTEI'PAJI IPYT'E BPCTE

AKO je TOBpIII 33/1aTa KCIUTUIUTHO y O0JIUKY

z=f(x7y)

0] OJIrOBapa IapamMeTapcKka penpe3eHTalmja

r(x,y) =xi+yj+ f(x,y)k (x,y) €D,
raje je D npojexiuja moBpIiy Ha Xy —paBaH. Taaa (bopMyﬂa (4.30) no6uja 0OIMK

of

raje je F; = Fi(x, y, f(x, y)),i =1,2,3.

Axo craBumo F = Fji+ F,j + F3k, n = N{i + Nyj + N;k u3 (4.32) nobujaMo TMOBPIIMHCKHU
WHTErpaJl Ipyre BPCTe y OOJIUKY

S S S

j j (Fycosa + F,cosp + Fscosy) dS (4.34)
s

rje cy , S ¥ Y yrioBU KOje BEKTOP N 3aKjana ca BeKTopuma i, j, k, pecieKTUBHO.
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4.5. [TOBPIIMHCKU UHTEI'PAJI IPYT'E BPCTE

Ipumjep 4.12. U3pauynatu ffSFdS akoje F = x%i + 3y%j uS anopasuu x + y + z = 1 u3 npsor

OKTaHTa.

Pjewerne: MoxeMo y3eTu napaMeTapcKy perpe3eHTaIijy paBHU

r(u,v) =uit+vj+(1—-—u—-v)k, 0<u<l, 0<v<1. (4.341)
Hlasbe je
N—arxar—(' KHx(G—k)=i+j+k
e G-k =i+j+k
Jlobujamo

ﬂFdS =ﬂ(u2i+3v2j)-(i+j+k)dudv=ﬂ(u2+3v2)dudv=%.
s G G

Yxonuko ymjecto nmapamerpusanuje (4.341) y3MeMo napameTpu3arujy

rwv)=ui+(1-u—-v)j+vk, 0<u<1l 0<v<1 (4.342)
OHJIa 1001jaMo
M= iy (k) =—i—j—k
“ouov J -t

OJHOCHO
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4.5. [TOBPIIMHCKU UHTEI'PAJI IPYT'E BPCTE

Jlakie y3uMameMm Jpyre mnapameTpusaiuje JOOWIM CMO BPHjEIHOCT HMHTErpaja ca CyHIpOTHUM
MPEA3HAKOM. Haume, mnapamerpusanuje (4.342) He 4dYyBa OpHjCHTAIM]jy TMOBPIIA JaTy
napamerpusanujom (4.341) jep je 3amjeHoM MjecTa Apyroj u Tpehoj koopaunatu y (4.341) mouwio 10

. or . .
NPOMJEHE IPe/I3HAKA UCIIPE BEKTOPA ——, TJ. JI0 NPOMJEHE NPE3HAKA UCTIPEJ] BEKTOPA HOpPMAIE.

[Ipema TOME, MOBPUIMHCKM UHTETpaj Apyre BPCTE Y OMIITEM CIydajy 3aBUCH O] U300pa BEKTOpa
HOpMaJI€ MOBPIIH, Tj. OJ1 OPHjEeHTAIIU]j€ MOBPIIU. O
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4.5.1. OpujeHTanMja NOBPIUU

Bugjenu cmo y Ipumjepy 4.12 na noBpIIMHCKK MHTETPANl APYre BPCTE 3aBUCHU OJ1 M300pa BEKTOpa
HOpMaJie MOBPIIIH, jJEP Y CBAKO] TAYKU TJIaTKE MOBPIIH S MOCTOj€ ABA J€AMHCTBEHA BEKTOpPa HOpMAJIE:
n u (—n). 300p jeaHor o1 oBa Ba BEKTOpA JOBOJIM JI0 TI0jMa OPHjEHTHUCAHE ITOBPIIIH.

OpujerTricana MOBpUI je NOBPII HA KOjo] je m3aOpaH jenaH ona ABa Moryha jegMHMYHA BEKTOpa
HOpMasie. 3a IJIaTKy MOBPUI KaXKEMO Ja j€ MO3UTHUBHO OPMjEeHTHCAHA aKO j€ Y CBaKO] HEHO] TaYKH
U3BpIICH u300p jeaAuHUYHOT BekTopa Hopmasie. Cymporan u300p oAroBapa HeraTHUBHO]
OpPMjEeHTALMjHU MOBPIUIHN.

KakeMo 11a ce riaTka moBpII MOKe OPHjEeHTHCATH aKo ce M300p BEKTOpa HOpMaJie Y IPOU3BOJHHO)]
Ta4yKW MOK€ HaCTaBUTH Ha JEIWHCTBCH M HEMPEKUIaH HAUYMH.

JIOBOJbHO Maju MO TJIATKE TMOBPIIM YBH]JEK CE€ MOXE€ OpHUjeHTHCAaTH. MehyTum, Mocroje TiiaTke
IIOBPIIHM KOj€ Ce He MOTYy opHjeHTucaTh. Taksa je mospur Hip. Me6ujycosa 3 Tpaka.

3 Augustus Ferdinand Mobius (1790-1868), meMauky MaTeMaTHdap U aCTPOHOM



4.5.2. OpwujeHTalnyja MmoBpIIHU

Mopen MebujycoBe Tpake MOKE Ce HalPaBUTH O] MPABOYTaOHOT KOMaJa Manupa crhajambeM Kpahux
CTpaHa TaKo Ja ce mokJjone aBuje Tauke A u asuje tauke B (Cnuka 4.7). Ako mocmaTpamMo BEKTOP
HOpMaJie y Tauku Py 1 ako ra momjepamMo HEMpPEeKUIHO ayxk Kpuse C, oH he mo moBpaTKy y Tauky P,
OUTH CYNpPOTaH MOJIA3HOM BEKTOPY.

—J o (=4 - . -

Cnuka 4.7

[ToBpin KOj€ ce MOTY OpUJEHTHUCATH UMajy ABU]E CTPAHE KOj€ MOKEMO 00O0JUTH ca JBH]E PA3TUUUTE
0oje. [loBpiin KOje ce HE MOT'Yy OPHMjEHTHUCATH UMajy camo JelIHy cTpaHy. MeOujycoBy Tpaky HHje
Moryhe 000juTH ca jeHE CTPaHE JeIHOM a ca JIpyre CTpaHe JIPyromM 00joM.

[ToBpIIMHCKY UHTETPAJIH JIpyre BPCTE ASPUHUIIY CE€ CaMO IO MOBPIIMMA KOJ€ C€ MOTY OPUJEHTHUCATH.

AKO ce MpOMHjEHHU OpHjEHTAaIM]ja MOBPIIH, TaJa C€ MHU]EHA 3HAK MOBPIIMHCKOT HWHTETpajia Apyre
BpCTE.
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4.5.2. OpwujeHTalnyja MmoBpIIHU

Jla GucMo mojam opujeHTaIM]e TIaTKE MOBPIIH MPOIIMPUIIN HA WO IO JUO TJIATKE MOBPIIHU, TOTPEOHO
je 1a mocMaTpamo U OPUjeHTANUjy IPaHMLIe IJIATKe MOBPIIM Y OJHOCY HA OPHUjeHTAIHjY MOBPIIH.

AKO je TpaHHIla HEKE TJIaTKE MOBPIIH S KOja c€ MOXKE OpPHJEHTHCATH JeTHOCTaBHA 3aTBOPEHA KpUBa
C, Tajga cBakoj OJl JBHje Moryhe opujeHTaIuje MOBPIIM S MOXEMO MPUAPYKUTU OJroBapajyhy
opujeHTanujy rpanuie C.

:

Cnuka 4.8

Kana ce nzabepe jeqIMHUYHN BEKTOP HOpMaJe Ha MOBpIil S, rpaHuIly noBpiiu C Tpebda opujeHTHCcaTu
TaKo Jia KaJia ce riejia ca Bpxa BeKkTopa HopMmaie, C OyJie OpujeHTUCAaHa Y CMjepy CYIIPOTHOM KpETamy
Ka3ajbke Ha caty. Kaxemo nga je Tama kpuBa C OpHMjeHTHCAHA TO3UTHBHO Y OJHOCY HAa
opujentaunujy nospumu S (Cnuka 4.8).
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4.5.2. OpwujeHTalnyja MmoBpIIHU

Jo . Kaxemo na ce nmo mo amo rjaarka moBpm S Moxe

\// OPUjEeHTHCATH aKO MOXKEMO OpPHJEHTHUCATU CBAKU HHEH

AN g IJIATKU MO TaKo Jla Ty cBake kpuBe C Koja mpecTaBiba

. /g\ X . P 3aje.IlHI/I‘1Ky 'rpaHHuy JBa Aujena, Hop. S; U S,, MO3UTHUBHA
,J/ o | ‘\ /'"’ opujeHTanuja kpuBe C y OJHOCY Ha moBpm S; Oynae

CYNpOTHA MO3UTUBHO] OpUjEHTALNjU KpuBe C y OTHOCY Ha
N P S,, Cmuka 4.9.

Cnuka 4.9

CBaka ry1aTka WM J1o IO IUO TIaTKa MOBPIII
S Kkoja mpeacTaBjba TPAHUILy  HEKE
TPOJAUMEH3UOHAIIHE O00JIACTH MOXE  C€
OpHjEHTHUCATH.

Jenna opujeHTanmja ce a06mja HU300pOM
BEKTOpa HOpMaJjie yCMjepeHUX BaH 00JIacTH,
a pyra u300pomM n300poM BEKTOpa HOpMaJie
ycMjepenux y oomaact, Cnuka 4.10.

Cnuka 4.10
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4.5.2. OpwujeHTalnyja MmoBpIIHU

AKoO je auo mo Auo TIjaTKa MOBpII S cacTaB/beHa O] IJIaTKUX JaujenoBa Sy,S,,...,S, Koju cy
OpUjEHTHUCAHU HA HAIPHUjEIH HABEJICHU HAYWH, TaJa j€

ﬂF-ndSsz F-n1d5+ff F-n2d5+---+jf F-n,dsS,
S S1 S Sn

raje cy nq, Ny, ..., N, JEIUHUYHA BEKTOPU HOpMaJI€ HA MOBpIIK Sq, S, ..., Sp-
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4.5.2. CBoheme NOBPIIMHCKOT MHTErpaJia Apyre BpCTe Ha ABOjHU

IToBpIIMHCKHM MHTETpaJl APYre BPCTE C€ CBOAU Ha JIBOJHU, y3UMajyhu y 003Up OpHjeHTAI]y MOBPIIIH.
VY 1y cBpXy hopmyny (4.34) hemo 3anucaru kopuctehn yoOndajeHO O3HAKE

J j FicosadS = j j Fidydz

U F,cosfdS = ﬂdexdz

ﬂ FscosydS = ffF3dxdy.
S S

na j100ujaMo

4.35
ffF-ndS = HFldydz + Fydxdz + F3dxdy .* (4.35)
S S

4 dopmyna (4.35) je ananoron oarosapajyhoj ¢popMyii 3a KpUBOJIMHHU]CKA MHTETPAI PYTE BPCTE.



4.5.2. CBobhewe NOBPUIMHCKOT UHTerpaJia ipyre BpCTe HA JBOjHU

Heka je moBpm nara eKCIuMOUTHO y oOnuky z = f(x,y) u Heka je D mpojekuuja MOBPIIA Yy
xy —pasaH. [lomro je dxdy npojexiyja eneMenTa noBpiy S y Xy —paBaH ©UMaMo

dxdy = |cosy|dS.

IIpema ToMe, ako je IOBPIII OpUjEHTHCAHA Tako J1a je cosy = n -k > 0 Tana je
|| By = [[ Facey. 0o vy
S D

a yKoiuko je cosy = n-k < 0 tana je

j L Fzdxdy = — j jD F3(x,y, f(x,y))dxdy.

ﬂngxdy = 0.
S

Axojeje cosy =n-k =0Tanaje
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4.5.2. CBobhewe NOBPUIMHCKOT UHTerpaJia ipyre BpCTe HA JBOjHU

Mpumjep 4.13. M3pauynarn unrerpane a) f[czdxdy, 0) [[.z°dxdy, raje je S cnosaimma cTpana

2 y2 ZZ
eJIUIconga = + oz + == 1.

Pjeweme: a) BekTop HOpMasie Ha CIIOJballlkb0j] CTPAHH IUIICOUAA Ha TOPH-0] TIOJIOBUHHM TPaJIH OIIITap,
a Ha JIOKk0]j TTOJIOBUHU TYIIM yrao ca BektopoM k. 300r Tora je

ﬂ zdxdy = ﬂs zdxdy + U zdxdy

x2 y2 x2 y2
Sl:Z:C\/l_E_ﬁ, SZZZ=—C\/1—;—b—2.

2

raje je

[ToBpmiu S;u S, MPOjEKTy]y ce y Xy-paBaH y o0jacT D — + < 1. Ilomrro je cosy =0 Ha S; u

b2 —
cosy <0 naS, umamo

y2
szdxdy—cff\/1—a———dxdy—cU \/1———? dxdy =
Zcﬂ\/l_a__ dxdy——abcn
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4.5.2. CBobhewe NOBPUIMHCKOT UHTerpaJia ipyre BpCTe HA JBOjHU

ﬂzdxdy HS 2dxdy+U z%dxdy =
ﬂ(l_“___)dxdy_c ﬂ (1—;——)dxdy—o.j

Ipumjep 4.14. M3padyHatu npoTok BeKTOpcKor nosba F = xzi + xyj + yzk xpo3 moBpiu S koja je
rpaHuIa 00JaCTH W3 MPBOT OKTAHTA OTPAHUYCHE [MIHHAPOM

6)

x% 4+ y2 = R?
1 paBHHUMA
x=0,y=0,z=0,z=H,

OpHjeHTHCAaHa U300pOM JEIMHUYHOT BEKTOpPA CIOJbHE HOpMAJIE.

Pjewerve: TlpoTok nosba F Kpo3 moBpi S je

b = j j F-ndS = j j xzdydz + xydzdx + yzdxdy.
S S
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4.5.2. CBobhewe NOBPUIMHCKOT UHTerpaJia ipyre BpCTe HA JBOjHU

[TormTo ce moBpun S cactoju 0J1 5 rIATKUX MOBPIITH UMaMO

5
ﬂF-ndS=szF-nidS
S i=1""Si

S;:x*+y2=R%*0<z<Hx=0,y=>0,

riuje je

Sy:z=0,x>4+y? <R%x =0,y =0,
S3:y=00<z<H,x=0,
S4:x=00<z<Hy=0m

Sy:z=H,x*+y2<R*x=>0,y=0

Bektop HopMmare Ha Sy je

xi + yj
n, == :
! R
JeAMHWYHYM BEKTOp CIIOJbHE HOPMAJIE HA S; Tpajy OIITap yrao ca BEKTOpom I, Tj. nq * L > 0. [lomro
je
- + x
n ] l - T —
! R

u x = 0 Ha S, y3uMaMO BEKTOp HOpMAJe M4 Ca 3HAKOM .

46



4.5.2. CBobhewe NOBPUIMHCKOT UHTerpaJia ipyre BpCTe HA JBOjHU

[Ipema Tome n0OHMjaMO MOBPIIMHCKK MUHTETPaJI MPBE BPCTE

1
ﬂF-nldS=—ﬂ (x?z + y*x) dS.
51 R S1

CBoIMMO TOBpPUIMHCKM MpBEe BpcTe Ha ABOjHU. IIpojekryjemo moBpmm S; Ha obmact D; vy
yz —paBanu. Tana je D; npaBoyraonuk 0 <y < R, 0 < z < H. Ilowro je Ha D,

x=f(y,2) = JR? = y?

no6ujaMo

Cana je

1 R
J_LF'M ds = EHDl(Z(RZ - %) +y2m))—mdydz =

R%2H?nr  R3H
ﬂ (z4/R%2 — y2 + y?) dydz = 3 + 3
D,
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4.5.2. CBobhewe NOBPUIMHCKOT UHTerpaJia ipyre BpCTe HA JBOjHU

Ha nospuu S, umamo n, = —k u gobujamo
ﬂ F-n,dS = —ﬂ yzdS = 0.
S2 S2
Ha nmoBpiu S3 umamo n3z = —j u qobujamo
ff F-n;dS = —ff xydzdx = 0.
S3 S3
Ha nospuu S, umamo ny = —i u 106MjamMo

Il

4

F-nydS = —ff xzdydz = 0.
Sa

Ha nospmu Sg umamo ng = k u 1oo6ujamo

fLF.n5d5=jL

R?’H%n N 2R3H
= O
8 3

R3H
yzdS = Hﬂ ydxdy = —.
5 5 Ds 3

Jlakne,

)
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4.6. TEOPEMA O AUBEPTEHLIU]H

Bunjenu cmo y [lpumjepy 4.14 na je pauyHame MOBPIIMHCKUX UHTErpajia Ipyre BPCTe Mo MOBPIIMMA
KOje Cy cacTaBJ/beHE OJ1 BUIIE TNIATKUX IMOBPIIK YECTO padyyHCKH 3axTjeBHO. Jlokazahemo popmy.ry
Ocrporpaackor ° win Ocrporpaacku-Iaye popmyJry xoja nox oxpehennm yciaosuma omoryhasa
padyyHame MOBPUIMHCKUX HWHTErpajia moMohy TpojHOr HMHTErpaja, IITO MOXE Jla MO0jeIHOCTaBU
padyHame TMOBPIIMHCKMX HMHTETpaja IO 3aTBOPEHHM IIOBPIIMMAa KOjeé Cy CacTaBJhEHE OJ BHIIE
IJIATKUX TOBPIIIH.

OBa dopmyiia naje Be3y usmely TpojHUX UHTETpaa Mo TPOAUMEH3MOHAIIHO] 00JIaCTH 1 MOBPIIUHCKOT

WHTErpaJia 1o rpaHuly Te 00JaCTH U MPEJICTaBJba aHAJIOTOH [ puHOBE Teopeme Koja naje Be3y usmehy
JIBOJHOT MHTETpajia Mo 00JIaCTH U KPUBOJIMHU]CKOT HHETETpaja Mo IpaHuIld T€ 00JIacTu.

Teopema 4.2. (Teopema o nuBeprenumju) Heka je T 3aTBopeHa orpaHuyueHa 00J1acT y MpOCTOPY 4YHja

j€ TpaHuIla 1O Mo AUO riaTka nmospin S u Heka je F(x, y, z) BekTopcka QyHKIIH]ja Koja je fehuHruCaHa
Y HETIPEKUTHO-TuPepeHnjaduiiHa y HeKoj odnactu koja caapxu T. Tana je

j f divF dxdydz = f j F-nds (4.36)
T S

I/j€ je N CIOJbHU JEIMHUYHUA BEKTOP HOpMaJie Ha MOBpII S.

® Muxawun Bacunbesuu Octporpackuit (1801-1861), pycku matemaTnuap



4.6. TEOPEMA O IMBEPI'EHIIU]U

oxaz: Kopuctehu (4.34), bopmyiy (4.36) MokeMO 3anucaTi y 00IUKY

j j divF dxdydz = f (Ficosa + Fycosp + F3cosy) dS
T S

(4.37)

r7je cy a, f ¥y YyrioBH KOje BEKTOp N 3akiamna ca Bekropuma i, j, k, pecniektusno. 13 (4.37) nodbujamo

1a je 3a goka3 dopmye (4.36) TOBOJLHO JOKAa3aTH Ja BpHjeae hopMyiie

MaFlddd —HF ds
o xdydz = S1COS“
dF,
fff—dxdydz—ﬂcmosﬂ dS
S
Hf —dxdydz = HF3cosde.
S

Hoxazahemo popmyiy 3a cnenujanHy oonact T Koja ce MOXKEe MPEICTAaBUTH Y O0IUKY

T={(y2):9(xy) <z<h(xy)(x,y) €D}

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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4.6. TEOPEMA O IMBEPT'EHLIU]U

['pannna S obnactu T ce cacToju Ol TOpH-E MOBPIIU S; KOja je JaTa eKCIUIMIUTHO Y 00JIUKY
z=h(x,y),
JI0H-€ TIOBPIIIU S KOja j€ laTa eKCIUTUIIUTHO Y OOJIUKY

z=g9(xy)

Y OJ1 BEPTUKAJHOT JHjena S3 KOju MOXKe Jia JereHepuIle y KpuBy, HIp. ko cdepe (Ciuka 4.11).

Cnuka 4.11

o1



4.6. TEOPEMA O IMBEPI'EHIIU]U

3a BEKTOp HOpMaJI€ Ha MOBPIIU S; UMAMO

ny-k =0,
Ha MOBpIIL S, j€

n, k<0
Y Ha TIOBpII S3 j€

n3-k=0.

Hoxaxumo cazaa jegHakoct (4.40) 3a obnact (4.41). Umamo

h(xy) §F,
fff—dxdydz—ﬂ (f —dz)dxdy—
p \Jg(xy) 07

| oo - By, g ydxdy (4.42)
D

C npyre cTpaHe, 3a HOBPIIMHCKU UHTETpal u3 (4.40) umamo

3
ijgCOSV dS = Zﬂ Fs;cosy dS.
S i=1 "5

[Tomto je n3 - k = 0 nobujamo na je uaTerpai no S; jennak Hyau. [Ipema Tome nmamo
|| Fscosy ds =+ [[ PGy, Gy dxay = [[ By, gy dxay
S D D

oJIHOCHO Joomjamo (4.42) na je noka3ana opmyia (4.40).
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4.6. TEOPEMA O IMBEPI'EHIIU]U

Ha cnuuan HauuH, 3anucyjyhu obnact T mpeko npojeKiinja Ha Xz, OJJHOCHO YZ —paBaH, J0Ka3yjeMo
u popmyne (4.38) u (4.39).

Axo ce ob6nact T MoOXe MOAWJETUTH Ha KOHAYHO MHOTO CIICIMjaIHMX 00JacTH, Tajga ce TeopemMa
JI0Ka3yje cabupameM pe3yiaTaTa Koju ce 0JIHoce Ha aujesnoBe oonactu T. [IoBpIIMHCKY MHTETpaIu 1O
noBpIIMMa Kojuma je obnact T moAujesbeHa Ha CrieljaliHe 00JIacTH ce MOHMINTaBajy 300T CYIpOTHE
OpHUjeHTaIlf]e, TaKO Jia 0CTaje caMO MOBPIIMHCKUA UHTETpal Mo rpaHuiy ooaactu T.

Jloka3 3a mpou3BOJbHY 00J1acT, OTPAHUYEHY Ca JAMO MO AMO TJIATKOM IMOBPIIH, J€ CIOXKEHU]U U HE
HaBOJMMO Ta. O

®opwmyia (4.36) ce HazuBa ¢popmysia Ocrporpaackor wian Ocrporpaacku-I'ayc ¢popmyaa.

®opmyna OCTpOrpajckor ce MOXXe KOPUCTUTH 3a pauyHame 3anpemuHe. CraBibajyhu HOp. y
bopmyny (4.36) F; = x, F, = F3 = 0 nobujamo

u(T) = ﬂsx dydz.

u(T) = j L ydxdz = j L zdxdy.

Takobhe je
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4.6. TEOPEMA O IMBEPI'EHIIU]U

IIpumjep 4.15. IIpumjeHom TeopeMe O TUBEPreHIIU]U U3PAUYHATH

j j xzdydz + xydzdx + yzdxdy
S

aKo je S rpaHuua 06J1acTH M3 IPBOT OKTAaHTA OFpaHMYeHa WIMHAPOM X% + Y2 = R? upaBHuMa x =
0,y =0,z =0,z = H opujeaTrcaHa u300pOM jeAMHUYHOI BEKTOpa CIOJbHE HOpMmane (BUIjeTH
[Tpumjep 4.14).

Pjewerne: Imamo
f j xzdydz + xydzdx + yzdxdy = j j (z+x+y)dxdydz =
S T

7 (R H _ R?H?m  2R3H
f d(pj pdpj (z + p(cosp + sing)) dz = 3 + 7 -0
0 0 0
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4.6. TEOPEMA O IMBEPI'EHIIU]U

Cama heMo moka3aTh KakO c¢ NPHUMjeHOM TeopeMe O JAMBepereHUMju Moxke aepuHHCATH
JUBEPreHIMja BEKTOPCKOI MOJ/ba HE3aBHCHO O] M300pa MPaBOYIJIOT KOOPAMHATHOT CHCTEMA.
Nmamo

1 :
divF(P) = lim —U F-ndS (4:43)

raje je u(T) sampemuna obmactu T, d(T) MakcMMaaHO pacTojambe Tadaka oOmacTu T O Tadke
Pwu S(T) rpannuna nopm obsactu T. [Ipema Tome, nUBepreHuuja je He3aBHCHA 01 H300pa
NPaBoOYIJIOT KOOPAMHATHOT CHCTEMA.

N3 (4.43) nobujamo (hrU3HUKy HHTEPIPETAIU]Y JUBEPETCHIIN]E TI0Jba. AKO ITOCMAaTPaMo CTallHOHAPHO
MPOTUIIaEke HECTUIJBUBOT (DIIyuJa ca KOHCTAHTHOM T'YCTHHOM p = 1 u Op3uHOM v Taja (BUAjETU

(4.33)) NOBPIIMHCKY UHTErpaj
||[»-nas (4.44)
S

MpeJCTaB/ba KOJIMUYUHY (Iyuaa Koja y JeIMHULIA BpeMEHa NpoJia3u Kpo3 MOBpII S.
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4.6. TEOPEMA O IMBEPI'EHIIU]U

Axo je v-n < 0 taga bayun kpo3 noBpin S ynazuy T, a ako je v - n > 0 taga Quryna Kkpo3 noBpiir S
uznazu u3 T. Axo je u(T) 3anpemuna obmactu T Taga

%_Usv-ndS (4.45)

nmpelcTaBba MpocjedaH MpPOoTOK Kpo3 moBpir S. [lomTo je mpoTulame cranuoHapHO U (QIyun
HECTHUIIJbUB, KOMUYMHA (iiynaa Koja usnasu u3 T Mopa ce CTaTHO HaJOMjeITaTH. AKO je MHTerpal
(4.45) paznuuut o HyJe, TO 3Hauu Aa y T MOCTOje Tayke y Kojuma (Iyu]l HacTaje WIM HEecTaje,
OJHOCHO M3BOPH WM MOHOPU (HEraTUBHU U3BOPH).

Axo ce T ctexe y pukcupany tauky P obnactu T, Tama nobujamo jauuny usBopa y P. Kopucrtehu
(4.43) nobGujamo 1a AMBEPreHUja BeKTOpa Op3iHe UV CTAIIMOHAPHOT MPOTUIMEA HECTUIIL/LUBOT
¢ayuna npeacraB/ba jadyuHy M3Bopa y oaroBapajyhoj raukm, 1. jaunHa uzBopay P je

. . 1
divv(P) = d(l%r)riomjfsmv nds. (4.46)

AKO je jaurHa U3BOpAa Y HEKOJ TAYKH jeJIHAaKa HYJIM, K&KEMO J1a Y TOJ TAUKU HEMa U3BOpa.

N3 dbopmyne (4.46) nobujamo na 'y T HeMa u3Bopa ako u camo ako je divv =0 yT. Taga je u
unterpan (4.44) jeqnak Hynu. Ako je BpujeaHocT uHTerpana (4.44) mo3uTuBHA, TO 3HAYU Ja Y
obnactu T mOCTOjU U3BOD jep je u3 obsactu T u3aiuio Buile Grynaa HETo MITO je Y BbY Yo, AKO je
BpHUjeaHOCT uHTerpana (4.44) HeraTuBHa, TO 3Hauu J1a y obsiactv T mOCTOjU MOHOP (HEraTUBaH U3BOP),
jep je y oomact T yuuio Buiie ¢hayuaa HEro IITo je U3 Hbe u3anuio (auo ¢payuaa ce ryom).
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4.7.CTOKCOBA TEOPEMA

['punoBa popmyra
6F2 6F1
ﬂ —_——— dxdy = fFldx+F2dy
C

raje je D o6nacT y Xy — paBHU OrpaHHUYeHA MTO3UTHBHO OPH]ECHTUCAHOM KpHBOM C, MOKE CE HAITMUCATH
y 00JIUKY

ﬂ (rotF) - kdxdy = %F - dr (4.47)
D C

raje je F = Fi+ F,j. ®opmyna (4.47) Tpanchopmulilie KpUBOJIMHU]JCKU HUHTETpaJl y JBOJHU U
OOpHYTO.

Jokazahemo cama CTOKCOBY TeopeMy © Koja MOBpPIIMHCKM MHTErpai IO HOBPIIM 1101 oApeheHum
yCJIOBMMa TpaHC(HOPMHUILIE Y KPUBOJIMHHUJCKA HHTETpajl MO KPUBO] KOja MpEJCTaBJba T'PAHUILY T
MOBPIIIH.

® George Gabriel Stokes (1819-1903), upcku maTemaTnuap u Qpusnyap



4.8. CTOKCOBA TEOPEMA

Teopema 4.3. (CTokcoBa Teopema) Heka je S 1o no auo riiaTka moBpiil y IIPOCTOPY UHja je TpaHMIla
MO TIO JUO TiaTKa jeaHocTaBHa 3arBopeHa kpuBa C. Heka je F(x,y,z) HenpekuaHa BEKTOpPCKa
¢yHKIIM]a KOja Ma HEPEKUIHE MapIIUjaIHE U3BOJIC Y HEKO] 00JIaCTH y TPOCTOPY KOja CaAPKH MOBPIIT
S. Tana je

ﬂ (rotF) -ndS = 7€F - dr (4.48)
S c

r7je je N jeAMHUYHU BeKTOp HOopmasie Ha noBpil S. Kpua C je opujeHTHCaHA MO3UTUBHO Y OJHOCY
Ha OpUjCHTAIM]y TTOBPIIH S.

Jloxaz: ®opmyna (4.48) ce Moxe 3anucaT y 00IUKY

ff 6F3 aFZ dvd +(6F1 aFg)d p +(8F2 aFl)d dy =
yaz dz Ox 20 dx 0dy Xy =

jépl dx + Fydy + Fydz (4.49)
C

Canma hemMo TOBpPIIMHCKM WHTErpaj CBECTH Ha JBOJHM, a 3aTUM mNoMohy I'puHOBE Teopeme Ha
KPUBOJIMHU]CKHU.
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4.8. CTOKCOBA TEOPEMA

HNmamo
U(rotF) ‘ndS = ﬂ (rotF) - N dudv
S D
raje je D obnact u3 uv —paBau takBa jaje S = r(D) u N = Z—Z X Z—: = N;i + Nyj + N;k.

Onasne kopuctehu (4.47) nobujamo
ﬂ (rotF) - N dudv = jéF-dr
D r

raje je I rpanuna o6nactu D. Caga u3 (4.49) nobujamo popmymy

0F. OF. 0F, OF. 0F, OF
[ (222 (282 205 (222282, =
0z dx

dx  dy
r
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4.8. CTOKCOBA TEOPEMA

JlokazyjeMo cibeaehe tpu dhopmye:

6F1
ﬂ )dudv = fFldx
r

0F, = OF 4.51
ff —=N a—zNg) dudv = %dey (@51

6F3
ﬂ )dudv = jéF3dz.
r

®opwmyiie (4.51) nokazyjemMo y3 MpeTIOCTABKY Jia C€ MOBPII S MOXKE MPEICTABUTH Y OOJTUKY

a)z=f(xy), 6 y=gkz), v)x=h(,z2). (4.52)

3a nokas npse popmyne y (4.51) kopuctumo npeacTaBbambe NOBpIIH S y 00nuKy (4.52) a). Mmamo
r(x,y) = xi+yj+ f(x,y)k (x,y) €D,
ar or _or or af . df

N = X—=——i——j+k
au ov  Ox dy axl 6y1+
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4.8. CTOKCOBA TEOPEMA

N3 N - k = 1 nobujamo na N rpaau omrap yrao ca k, ma je

ff( J0F, of aFl)dd
N\ azay oy

[TomTo je

IF (x,y,f(x,y))  0F(x,y,z) 0F(x,y,2)0f

= +

dy dy 0z dy

no6ujaMo
d0F; 0 doF oF(x,vy, f(x,
ff (_ 1f_ 1) dxdy = — ff 1( v, f( y))dd %Fldx.
D 0z dy 0dy dy r

Ha ucTtu HauuH ce nokasyjy u apyre asuje ¢popmyie us (4.51).

Jlokazanm cMo pe3yaTat 3a nospiuu obsuka (4.52). OBaj pe3yaTaT ce MOKe UCKOPUCTHUTH 3a JI0Ka3
TeOpeMe y CIyudajy Kaja ce MOBPII MOKE MOJMjeJIMTH HAa KOHAYHO MHOrO MoBpiu oOsmka (4.52).
Teopema ce MoXke JOKa3aTH U 3a OIIITH]€ MOBPIIH AJIM CE OHE Y MPAKCH PUJETKO jaBJbajy Ma JOKa3 HE
HaBOJAUMO. O
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4.8. CTOKCOBA TEOPEMA

Mpuwmjep 4.16. Uspauynatu §.F - dr axo je C kpyxuuna x* +y? = 4, z = —3 opujeHTHcana y
cMjepy CyIIPOTHOM KpeTamy Ka3ajbKe Ha CaTy aKko ce IJIefia U3 KOOPIMHATHOT HOYeTKa U

F = yi + xz3j — zy3k.

Pjewerve: 3a npumjeny CTokcoBe TeopeMe y3umamo 3a S kpyr x2 + y? < 4 y pasuu z = —3. Tana
jen = kmaje
dF, OF
rotF n=——-——=23-1
dx 0dy

U 1001jaMo

3@CF dr = ﬂs(f —1)dS = —28 ﬂsds = —112%.0
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4.8.YCJ1I0BU HESABUCHOCTHU KPUBOJIMHHU]JCKOI' UHTETPAJIA O[]
IIYTAIBE UHTETPALIU)E

[TocMaTpaMo KpHBOJWHU]CKUA UHTETPAJ IPYTE BPCTE

fF-dr = 7€F1dx+F2dy+F3dz (4.53)
c C

[IpermocraBsbamo aa cy ¢yukmuje F;, F,, F3 nepunncane u HenpekuaHe y oomactu D y mpocTopy.

Kaxxemo na je xpuBoiamHHUjCKU WHTErpat (4.53) He3aBHcaH 0] NMyTame MHTerpanmje uz D ako 3a
CBaKH Map Kpajwpux Tadyaka A u B u3 D uHTerpai uMa UCTy BpHUjeHOCT 3a CBaky myTamy C u3 D koja
criaja Tauke A u B.

VY Tom ciyuajy, BpHjeJHOCT KPUBOJIMHUJCKOT HHTErpasia 3aBUCU CaMO O] Kpajibux Tauaka A u B, u He
3aBUCH OJ1 U300pa KPUBE KOja Ccraja Te Tauke.



4.8. YCJIOBY HESABHUCHOCTHU KPUBOJIMHU]JCKOT UHTET'PAJIA OZL IIYTAGE UHTEIPALUJE

HNedpunuumja 4.9. U3pa3 obimka
Fidx + F,dy + Fzdz (4.54)

HasuBa ce audepeHnujaaHa ¢Qopma mnpBor pega ca Tpu npoMjeHsbuBe. Kaxkemo na je
nudepennujanaa Gopma (4.54) ersakTHa y D ako oHa npejacTaBiba QUG EPEHIIN]a

af af af
df —adx+@dy+£dz

Heke ¢pyHkuuje f y obnmactu D, Tj. ako je
df - Fldx + dey + F3dZ.
Hakine, nudepenunjanna dopma (4.54) erzaktHa y D ako ¥ caMO aKo BEKTOpCKa (PyHKIIHja
F(x,y,z) = F,(x,y,2)i+ F,(x,y,2)j + F5(x,y,2)k

MpeJcTaB/ba rPajujeHT HeKe ckalapHe ¢yHKIje u3 D, Tj. ako je
0 0

f j+ / k.
dy 0z

of .
F(x,y,z) = gradf = axl+

JloxazahemMo na ersakTHOCT audpeHiujanHe Gopme mpeacTaB/ba MoTpedaH W JI0BOJbAH YCJIOB 3a
HE3aBHMCHOCT MHTETpasia OJ] MyTamke HHTErpaIyje.
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4.8. YCJIOBY HESABHUCHOCTHU KPUBOJIMHU]JCKOT UHTET'PAJIA OZL IIYTAGE UHTEIPALUJE

Teopema 4.4. Heka cy dyuxkumje F;(x,y,2),F,(x,y,2),F;(x,y,z) nepunucane u HEOPEKUIHE Y
Hekoj obnactu y mipoctopy D. KpuBonunujcku unTerpan apyre Bpcte (4.53) He 3aBUCH O] TyTame

WHTErpalyje ako u camo ako je nudepenimjanna popma (4.54) erzaktaa y D.

Jloxa3z: llpernoctaBumo na unHterpan (4.53) He 3aBUCH OJ IyTame HHTErpaluje U u3adbepumo

pou3BOJbHY Tauky A(Xq, Vo, Zg) U3 D. Jebunummmo pyHKInjy

X y z
flx,y,2) = f Fi(t,y,z)dt +f F,(xq, t,z)dt +j F5(x0,y0, t)dt + £,
X0 Yo

Zo

raje je fo koHctanta u B(x, y, z) tauka u3 obnactu D. Tana je

of of of
a—Fl(X,y,Z), @—FZ(X,}/,Z), g—Fg(X,y,Z)
TJ.
of . of . Oof
F(x,y,z) = gradf = 6xl+6y] + aZk

(4.55)

(4.56)

na je audepennujaiHa Gopma (4.54) ersaktHa. (Bumjetn nokaz Teopeme 2.4. u3 CkanapHa u

BEKTOpCKa IoJba, cTp. 65.)
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4.8. YCJIOBY HESABHUCHOCTHU KPUBOJIMHU]JCKOT UHTET'PAJIA OZL IIYTAGE UHTEIPALUJE

O6pnyTO, ako je mudepeHumjanHa ¢Gopma (4.54) ersakTHa, Taga 3a HeKy (yHKuujy f BpHjene

penanuje (4.56). Heka je C npousBosbHa nyTama o1 A 1o B y D u Heka je
ri) =x@®i+y@®)j+z>@k, t,<t<ty

jeHa mheHa mapaMeTapcKa penpeseHraija, npu yemy je A = r(ty) u B = r(t,).Tana je

Fldx+F2dy+F3dZ: _dx‘l'_dy'l'_dZ:

jB Bof of of
4 Ox dy 0z

A

t1 4
d_{dt = f(x(©,y®,z0)];" = F(B) - F(A)
to

IITO 3HA4YM 14 BijeI[HOCT HHTCTpPaJla 3aBUCHU CaMO O KpajH)I/IX TadaKa a HC U O IIYTAambEC C.O
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4.8. YCJIOBY HESABHUCHOCTHU KPUBOJIMHU]JCKOT UHTET'PAJIA OZL IIYTAGE UHTEIPALUJE

Heka je F = gradf. Tana hbopmyna

B
j Fidx + F,dy + Fzdz = f(B) — f(4), (4.57)
A

npejcTaB/ba aHaJdorod IbyrH-JlajonnuoBoj popmyan 3a oapelhene unrerpane. ®opmyna (4.57)
ce IpUMjebYyje YBUJEK KaJla € KPUBOJIMHU]JCKU MHTErpal HE3aBUCaH O]l TyTamke UHTETpalyje.

KapakTrepuzaiujy He3aBUCHOCTH MHTErpajia oJ1 MMyTamke UHTETpalnje aje u cibeaeha teopema.

Teopema 4.5. Heka cy ¢yuxumje F;(x,y,z),F,(x,y,z), F;(x,y,z) mnebunucane ¥ HEIPEKUOAHE Y
TPOAUMEH3UOHAIIHO] 00J1acTH y poctopy D. KpuBonuHujcku unterpai apyre Bpere (4.53) He 3aBucH

OJ1 TyTak€ UHTETPaIIMje aKO U CaMO aKo j€ OH jeJIHaK HYJIM 10 CBaKO] JeTHOCTaBHO] 3aTBOPEHO] KPUBO)]
CwzD.O

HcnutuBame er3akTHOCTH Aud)epeHIjaine popMe y OMIITEM CIIy4ya]y HHje JeJTHOCTaBHO. 3aTo hemo
OJIPEIUTH KPUTEPU]YM 32 HCIIUTUBAE €T3aKTHOCTU JUdepeHurjanHe GopMe o1 3HaKOM UHTerpana
y JEAHOCTPYKO MOBE3aHUM 00JIacTUMA.

Kaxkemo 1a je TpoauMeH3roHaIHA 001acT D jeTHOCTPYKO MOBe3aHa aKo 3a CBaKy 3aTBOPEHY KPUBY
C w3 D mocToju Auo Mo MO TjlaTKa MmoBpil y odmactu D yuja je rpanuna kpupa C. JeqHOCTPYKO
MoBe3aHe 00JIaCTH Cy: IHjeu IPOCTOp, YHYTpaIIkoCT chepe uiau mnapaienenunena. [Ipumjep
00J1acTH KOja HHje JeTHOCTPYKO MOBE3aHa je TOPYC.
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4.8. YCJIOBY HESABHUCHOCTHU KPUBOJIMHU]JCKOT UHTET'PAJIA OZL IIYTAGE UHTEIPALUJE

Teopema 4.6. Heka je F(x,y,z) = Fi(x,y,2)i + F,(x,y,2z)j + F3(x,y,z)k u Heka cy ¢yHKIH]C
Fi, F,, F; uenpexkugHo-gudepennujadbmwide QyHkuuje y Hekoj obiactu y mnpoctopy D. Axko
KPUBOJIMHU]CKW UHTETPa

ffFldx + F,dy + F3dz (4.58)
C

HE 3aBUCH O]1 MyTame uHrerpanuje C u3 D Ttana je

rotF = 0. (4.59)

Ako je D jenHocTpyKoO ToBe3aHa o0nacT u ako y D Baxu (4.59) tana unrerpan (4.53) He 3aBUCH O]
nyTtamwe u3 D, 1j. nudepennujanna popma (4.54) je erzaktHay D.O

ITpema Tome, ako cy F;(x,y,z),F,(x,y,z), F3(x,y, z) Henpekunno-audepeHimjadmmne GyHKIuje y
JEITHOCTPYKO MoBe3aHoj obsnactu D y npoctopy U ako je rotF = 0, taga je nudepenuujanna popma
Fidx + F,dy + Fzdz

ersaktHa y D. YcnoB na je D jeTHOCTPYKO MOBe3aHa 001aCT He MOXKE CE€ M30CTABUTH.

1 3 .
~ ey F, = xzfr—yz,Fg, =0 n D npoctpyxo nosesana obnact D: - < x2+y?< ~ Taza je rotF = 0. Axo 6u nnTerpan $. Fidx + Fydy 6uo
He3aBHCaH O] ITyTame MHTErpalnuje Taja OM OH OWO jelHaK HyJIM II0 CBaKOj 3aTBOpeHO] kpuBoj u3 D. Mehytum, ako 3a C y3MeMO jeAMHHYHY KPYKHUILY

OpHjEeHTHCaHy CYIIPOTHO KpeTamy Ka3ajbKe Ha cary, Jo0ujamo 1a je gﬁc Fidx + F,dy = 2m.

7 Ako je unp. F; =
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4.8. YCJIOBY HESABHUCHOCTHU KPUBOJIMHU]JCKOT UHTET'PAJIA OZL IIYTAGE UHTEIPALUJE

Axo je nosse F moTeHiyjanHo y odinactu D y mpocTopy, Tajaa je

F = gradf urotF = rot(gradf) =0

y D, na u3 Teopeme 4.6 noOujamo aa uHTErpal

fF-dr
C

Opnasne u u3 Teopeme 4.5 goOujamo 1@ je UHTErpasl MOTEHIIUJAIHOT 1M0Jba JEIHAK HYJIH IO CBAKO]
JETHOCTAaBHO] 3aTBOpeHO] KpuB0oj C u3 D. Jlakie, paja Koju ce BpIIU NpU MOMjepamkby MaTepHjaiHe
Ta4yKe MO MPOU3BOJHHO] 3aTBOPEHO] KPUBO] Y MOTEHIIU]ATHOM TIOJbY CUJIE JeIHAK j€ HYJTU U MEXaHU4YKa
€Hepruja ce He TPOIIIH.

He 3aBucH o1 mytamwe C u3 D.
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4.8. YCJIOBY HESABHUCHOCTHU KPUBOJIMHU]JCKOT UHTET'PAJIA OZL IIYTAGE UHTEIPALUJE

Ipumjep 4.17. JlokazaTu ga uHTErpa

(m,3,2)

j cosxdx + zdy + ydz
(0,~1,-1)

HE 3aBUCH O]] yTame UHTETPaINje a 3aTUM ra U3padyyHaTH.

Pjewere: F(x,y,z) = cosxi + zj + yk, rotF = 0 na nHa ocuoBy Teopme 4.6 uHTErpan He 3aBHCH
o1 myTame Koja craja tauke (0,—1,—1) u (1, 3,2). [Torenmujan mossa F je

X y z
f(x,y,z)=J costdt+J zdt+j 0dt + c =sinx +yz+c
(0} 0 (0}
na je

(m,3,2)
f cosxdx + zdy + ydz = f(n,3,2) — f(0,—1,—1) = 5.0
(0,-1,—1)

70



